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LOI CAM ON

Luan an dugc hoan thanh tai Bo mon Giai tich Khoa Toan-Tin, trucng
Dai hoc su pham Ha Noi, duéi su huéng dan tan tinh, chu ddo, day trach
nhiém ctia PGS.TS. Tran Dinh Ké va TS. Nguyén Thanh Anh.

Tac gid xin bay t6 long biét on sau sac dén thay Tran Dinh Ké va cam
thay rat may man va vinh du khi nhan dugc sy diu dat, huéng dan cia
thay trén con duong nghién ctu khoa hoc.

Tac gia cling xin dudc gti 101 cam on sau sic t6i TS. Nguyén Thanh Anh,
thay 1a ngudi da gidi thieu, dong vién tac gid nhitng ngay dau va trong sudt
qué trinh lam nghién cttu sinh.

TAc gid xin tran trong gui 10i cAm on dén Ban Giam hiéu, Phong sau Dai
hoc, Ban Chu nhiém Khoa Toan-Tin, Truong Dai hoc Su pham Ha Noi, dac
biet 1a cac thay co gido trong Bo mon Giai tich da luon gitp d6, dong vien,
tao moi truong hoc tap nghién citu thuan lgi cho tac gia.

Tac gid xin dugc bay t6 long biét on dén Ban Giam hiéu truong Dai hoc
Dién luc, cac anh chi dong nghiép cong tac tai Bo mon Toan, Khoa Khoa
hoc co ban, Truong Dai hoc Dién luc da luon tao dieu kién thuan loi, gitp
do va dong vién tac gid trong sudét qua trinh hoc tap va nghién ciu.

Loi cam on sau cung, tac gia xin danh cho gia dinh, nhing nguci luon
yéu thuong, chia sé, dong vién tac gid vuot qua kho khan dé hoan thanh

luan an.

Tac gia
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MOT SO Ki HIEU THUGNG DUNG TRONG LUAN AN

tap hop cac so thuc

tap hop cac so6 thuc duong

khéng gian Banach vé6i chuan trong F

ho cac tap con cua F

={Ae2": A#(},

={A € P(F): Alatap bi chan}

={A € P(F): Alatap dong}

={A € P(F): A latap loi va compact}
khong gian cac toan ti tuyén tinh, bi chin
trén khong gian Banach E

= C([=h, 0} E)

do do khong compact trong khong gian Cj,
={reFE:|r—al <r}

tich phan phan thi Riemann-Liouville bac
a > 0 ctia ham f

dao ham phan tht Riemann-Liouville bac
a > 0 ctia ham f

dao ham phan tha Caputo bac a > 0 cua
ham f

tich phan phan thi Riemann-Liouville c6
trong véi bac a > 0 ctia ham f

dao ham phéan thit c¢6 trong theo nghia Ca-
puto v6i bac a > 0 ciia ham f

anh xa dong nhat

hoi tu manh

hoi tu yéu



MG DAU

1. TONG QUAN VE VAN DE NGHIEN CUU VA Li DO CHON DE TAI

Giai tich phan thd bat nguon tit cau hoi dua ra vao nam 1695 bdi
L."Hospital va Leibniz. D6 1a lam thé nao dée khai quat hoa cac khai niém
clia gidi tich bac nguyén cho truong hop cé bac bat ky? Nhu thuong goi,
giai tich phan tht 1a thuat ngit dung dé chi dao ham va tich phan phan thi.
Qua lich st hon ba thé ky hinh thanh va phat trién, trong mot thoi gian dai
gidi tich phan tht chi yéu thu hat su quan tam ctia cadc nha toan hoc, do
chua biét nhieu dén cac ing dung ctia né trong cac mo hinh thuc tién va cac
linh vuc khoa hoc khac. Trong nhitng thap ky gan day, nhiéu nha nghién
cttu da danh sy quan tam cho giai tich phan tht khi thay rang dao ham
va tich phan phan thi 1a cong cu c6 theé mo ta tét hon nhidu hién tuong
trong thé gidi tu nhién va trong ki thuat nhu: hé nhét dan hoi, sy phan cuc
chat dien moi, séng dien ti, su truyen nhiet, k§ thuat ché tao ngudi may,
hé sinh hoc, tai chinh va mot s6 linh vie khéc [4, 10, 37, 43]. Trong lich sti,
gidi tich phan tht da thu hat dude su cht § ctia nhiéu nha toan hoc tién
phong nhu Euler, Laplace, Fourier, Liouville, Riemann, Laurant, Hardy, va
Riesz...[44, 57, 59, 68]. Céc ting dung clia gidi tich phan thit trong vat i dau
tién duge thuc hién bdi Abel va Heaviside [44, 68]. Ngay nay, phuong trinh
vi phan phan thit ¢6 ing dung rong rai trong nhiéu linh viic khoa hoc. Doi
v6i mot s6 ing dung thuc té viéc st dung phuong trinh vi phan phan thu
mang lai hiéu qua t6t hon so v6i phuong trinh vi phan cé dién.

Li thuyét dinh tinh va tng dung clia phuong trinh vi phan phan thu
trong vat 1i, k¥ thuat, kinh té, sinh hoc va sinh thai hoc dugc nghién ctiu
rong rai, c6 the tim thay trong cac cong trinh [44, 51, 52, 57, 68] va cac
trich dan trong dé6. Khi xem xét cac mo hinh thic tién, diac biét trong céc
bai toan diéu khién thi tré 14 mot nhan t6 khong thé tach roi. Do d6, cac hé
c6 tré thu hat dugce su quan tam ctia nhiéu nha toan hoc, 6 dé viéc nghién
citu dang diéu tiém can nghiém la mot trong nhitng bai toan quan trong va
hap dan nhat.

Trong nhiéu moé hinh tng dung [51], ngudi ta st dung phuong trinh vi
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phan dao ham riéng phan thit dang
Ofu(t, ) = Au(t,z),t >0, z € Q C R, (1)

véi bac dao ham « € (0, 2], A 1a toan tit Laplace. Truong hop o € (0, 1), n6
1a phuong trinh dudi khuéch tan, dude ting dung trong vat 1i béi Nigmatullin
58] dé mo ta qua trinh khuéch tan trong moi trudng vat lieu fractal (mot
dang dac biet ctia vat lieu xop). Trudng hop a € (1,2), né 1a phuong trinh
song phan thit, mo ta su lan truyén ciia séng co trong vat lieu nhét dan hoi.

Li thuyét co sé vé phuong trinh vi phan phan tht da dugce phat trien
va trinh bay trong nhiéu tai lieu, ¢6 thée ke dén cac cudn sach tiéu biéu
43, 57, 65]. Nhiing két qua gan day veé phuong trinh vi phan phan thit chu
yéu danh cho tinh gidi dugc trong khoang thoi gian hitu han [63, 72, 74]
va tinh diéu khién dugc (chinh xac hodc xap xi) [42, 45, 66, 73, 74]. Trong
khi 1i thuyét on dinh cho phuong trinh vi phan bac nguyén c6 lich st phat
trién lau dai va dat duge nhidu két qua quan trong [22, 23, 32] thi cic két
qua veé tinh on dinh déi véi cac phuong trinh vi phan phan tht con it duge
biét dén. Trén thuc té, viec st dung cac cong cu co dién nhu phuong phap
ham Lyapunov cho cac phuong trinh vi phan phan tht gap nhiéu khé khan
do viéc tinh dao ham phan thit clia cac phiém ham Lyapunov rat khé thuc
hién.

Quay lai phuong trinh (1) trong truong hop « € (1,2), mot dang tuong
tu cua no6 duge xem xét 1a

dult, x) /t(t_S)MA( )ds, t >0, 7 € Q 2)
u(t,r) = u(s, x)ds, , :
! 0 F(Oé — 1)

Phuong trinh nay duge goi la phuong trinh tan xa-séng (mot dang trung
gian gitta phuong trinh khuéch tan (o = 1) va phuong trinh séng (a = 2)),
duge Fujita nghién ctu lan dau trong cac cong trinh [25, 26]. Phuong trinh
v6i nhiéu phi tuyén tuong ting dang

Owu(t,r) = /0 (lf(; S_)al_) Au(s,z)ds + f(t,xz,u(t,z)), t >0, x € Q,
(3)

mo ta qua trinh khuéch tan ky di va su truyén séng trong vat lieu nhét
dan hoi, duge nghién cttu trong [37, 50, 53, 54]. Dé nghién citu 16p phuong
trinh nay, ta thuong chuyén né vé phuong trinh vi phan trong khéng gian
Banach. Cu the, ta c6 thé coi u : [0,7] — L*(2) 1a ham theo bién ¢ nhan
gia tri trong L*(Q2) xac dinh béi u(t) = u(t,-). Khi d6, phuong trinh (3)
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c6 the viét dusi dang phuong trinh vi phan tritu tugng

(1) = /0 t (Ft " S_)al;Au(s)ds + (b)), (4)

trong d6 A = /A v6éi mién xac dinh phlt hop theo diéu kién bién va
f(t,u(t)) = f(t,-,u(t,-)). Gan day, van dé nghién cttu dang diéu tiem
can clia nghiem déi vé6i 16p phuong trinh nay nhan dude su quan tam cia
mot s6 nha nghién citu [1, 15, 16, 17], tuy nhieén két qua dat dugce con han
ché. Theo hiéu biét clia ching toi, chua c6 két qua nao ve tinh on dinh
nghiém ctia phuong trinh dang (4) dugc cong bo. Chinh vi vay chiing toi
dat van dé nghién citu sy ton tai va tinh 6n dinh cia nghiém déi véi bai
toan tong quat sau trong khong gian Banach X:

(1) = /Ot (If(; S_)al;Au(s)ds b)), t> 0.t £tk €A, (5)

u(tl—:) o U(ti) — ]k(u(tk))a k€ A7 (6)
u(8) + g(u)(5) = ¢(5), 5 € [=h, 0], (7)

§ day A 1a toan tit tuyén tinh, déng va khong bi chin, f 14 ham phi tuyén
xac dinh tren R™ X X X Cy, ham khong cuc bo g : PC(|—h,T]; X) — C; va
ham xung [, : X — X,k € A v6i A C N 1a mot tap chi s6. Ki hieu u(t;),
u(t, ) tuong tng la cac giéi han phai va trai clia u tai tg; uy & qua khit ctia
ham trang thai tinh t6i thoi diém ¢, nghia 1a u,(5) = u(t + 5),5 € [—h, 0].
Trong truong hgp hé nay khong chita tré, khong c6 hiéu tng xung (I, = 0)
va diéu kien ban dau cuc bo (¢ = 0), ta c6 bai toan Cauchy co dien ting
v6i phuong trinh (4).

Bai toan Cauchy vdi dieu kieén khong cuc bo hay diéu kién xung da nhan
dugce nhiéu sy quan tam clia cic nha nghién citu trong nhitng nam gan day.
Diéu kién khong cuc bo dang (7) cho ta mo ta tét hon cdc mo hinh thyc té
so v6i dieu kién ban dau co dién, vi du nhu diéu kién

u(s) + Z cu(t + s) = p(s)

cho phép mé ta nhitng do dac bo sung tai mot s6 thai diem thay vi chi do tai
thoi diém ban dau. Y nghia vat 1f va nhing két qua nghien ciu dau tien vé
bai toan khong cuc bo da duge Byszewski trinh bay trong [12]. Sau do, cac
bai toan khac nhau véi diéu kién khong cuc bo liéen quan dén cidc phuong
trinh vi phan bac nguyén, va cac bao ham thitc vi phan bac nguyén nhan
dugc su quan tam rat 16n ctia cac nha nghién ciu. Lién quan dén cac két
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qua ve tinh gidi duge, ching toi trich dan cac cong trinh [14, 35, 39, 41, 48].
Mit khéc, diéu kién xung dang (6) thuong duge st dung dé mo ta cac he
dong luc c6 trang thai thay doi dot ngot. Ve 1i thuyét cac hé vi phan chita
xung, c¢6 the tham khdo tai lieu [46]. R rang, bai toan Cauchy tong quat
v6i diéu kién khong cuc bo va hiéu tng xung déng mot vai tro quan trong
trong viec mo ta nhiéu bai toan thuc té.

Can néi them rang, khi khéo sat cac két qua lien quan dén phuong trinh
vi tich phan dang (5), c6 thé tim thay cac cong trinh nghién ctu sy ton tai
nghiém tuan hoan tiém can trong [1, 15, 16]. Ngoai ra, cac tac gia trong [17]
da chi ra sit ton tai clia nghiém hau ty dang cau tiém can (asymptotically
almost automorphic solutions).

Dua trén nguyén li diem bat dong, ching to6i ching minh nghiém khong
ctia bai toan (5)-(7) ¢6 tinh hat toan cuc, nghia 1a u(t) — 0 khi t — 400
v6i moi dit kién ban dau bi chan ¢. Luu ¥ rang, néu mot nghiém cia (5)-(7)
¢6 tinh tiéu hao thi n6 ciing w-tuan hoan S-tiém can [1, 15, 16].

Tiép theo, ching t6i mé rong 16p phuong trinh (4) cho truong hop phan
phi tuyén 14 ham da tri v6i tré vo han

u'(t) € /0 (lf(; 3_)0‘1) Au(s)ds + F(t,u;),t > 0, (8)
Ug = P € B? (9>

trong d6 A 1a toan ti tuyén tinh déng va khong bi chan, F' 1a mot anh xa
da tri xac dinh trén R™ x B, B 1a khong gian pha dinh nghia trong Chuong
1. O day o € (1,2) va u; 1a qué khit ciia ham trang thai cho t6i thoi diém
t, nghia 1a w;(s) = u(t +s),s <0.

Trong bai todn nay, ham phi tuyén F sinh ra tit hé diéu khien véi phan
hoi da tri [40], va nhiéu bai todn khac nhu bai toan chinh quy héa phuong
trinh vi phan v6i vé phai khong lién tuc [27], hodc tir bai toan lién quan
dén bat dang thiic vi bién phan [60]. Tré& vo han thudng xuit hién trong cic
bai toan diéu khién, khi nhan té diéu khién lay thong tin tit qua khi cla
hé nhung khong c6 thong tin vé thdi diem bt dau xuat hién tré. Muc dich
chinh ctia ching t6i khi nghién ctu bai todn nay 1a phan tich tinh on dinh
tiém can yéu ciia nghiém khong dua trén khai niém dugc trinh bay sau day:

Ki hieu () 1a tap nghiem cta he (8)-(9) véi dieu kien ban dau ¢. Gia
stt rang 0 € 3(0), tic 1a (8) ¢6 nghiem khong. Nghiem khong clia (8) duge

goi la on dinh tiém cdan yéu neu



1. On dinh, nghia 1a v6i moi € > 0, ton tai § > 0 sao cho néu |p|z < 0
thi |us|p < € voi moi u € X(p),t > 0;

2. Hut yéu, nghia la v6i mdi o € B, ton tai u € 3(p) sao cho |ug|g — 0
khi ¢ — +o00.

Ching toi dua ra khai niém nay dua trén khai niém on dinh yéu ctia Filippov
27] cho hé vi phan thuong khong chita tré. R6 rang khai niém on dinh tiem
can yéu phit hop cho céc hé vi phan ma tinh duy nhat nghiém ciia bai toan
Cauchy khong dugc dam bao, dac biét la cac bao ham thiic vi phan.

Dé chitng minh tinh 6n dinh tiém can yéu, ching toi st dung nguyeén li
diém bat dong cho anh xa nén trén khong gian cédc ham lién tuc xac dinh
tren RT. Cu the, dya vao dang diéu clia a-giai thitc {S,(t)}>o sinh béi phan
tuyén tinh, ching toi xay dung khong gian nghiém thich hop, dinh nghia
mot do do khong compact mdi trén khong gian nghiem C, ([0, +00); X) dé
xac dinh mot tieu chuan compact trén khong gian nay, sau dé chitng minh

toan t nghiém c6 tinh nén.

V6i cach tiép can nay, trong trudng hop a-giai thic c¢6 ting truéng mi,
ching toi chiing minh duge rang bai toan (8)-(9) ¢6 nghiém bi chan mi.
Tiép theo, khi a-gidi thic on dinh tiém can, ching t6i chitng minh tinh on

dinh tiém can yéu cia nghiém khong.

M& rong khai niem dao ham va tich phan phan tha [64, 68], giai tich
phan thit ¢6 trong da dugc phat trien dé nghién ctu mot s6 bai toan lién
quan dén vat lieu x6p [30], dong chay dia vat li [55], thiy vin nuéc ngam
[56].v.v. Trong truong hgp nay, thay vi xét phuong trinh (1), ngusi ta xét
phuong trinh

0 u(t,xr) = Au(t,z),t >0, x € Q, (10)

trong d6 0,7 1a dao ham phan thi c¢6 trong. Phuong trinh niy vdi nhiéu
phi tuyén trong khong gian Banach c6 dang

“Dgu(t) = Au(t) + f(t,u(t)), t >0,
G d6 “Dg? 1a dao ham phan thit c¢6 trong v6i bac a theo nghia Caputo
(xem Dinh nghia 1.5).

C6 thé tim hicu thém cac muc tiéu va 1i do mé rong giai tich phan thi
trong [67]. Phuong trinh vi phan phan tht ¢6 trong la chi dé duge quan
tam trong hon mot thap ki qua, c¢6 the ké dén mot sd két qua vé tinh giai
duge, 6 d6 phuong phéap giai s6 da duge thiét 1ap [13, 20, 49).
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Véi muc tiéu phan tich dang diéu nghiém cia phuong trinh vi phan phan
thit ¢6 trong, ching t6i xét bai toan

“Dgu(t) = Au(t) + f(t,u,), t €10, 7], (11)
u(s) = p(s),s € |—h,0], (12)
u'(0) =y, (13)

6 day a € (1,2),0 > 0, ham trang thai v nhan gia tri trong khong gian
Banach X v6i ham trang thai tré u, € C([—h, 0]; X) xac dinh b6i w,(s) =
u(t+s),s € [—h,0], Ala mot toan tii tuyén tinh dong trén X va ham phi
tuyén f xac dinh tren [0, T] x C([—h,0]; X).

Cht § ring, trong truong hop o = 0, “DJ’ = “Dg chinh la dao ham
phan thi theo nghia Caputo. Ngoai ra, theo khao sat cua chung toéi, chua
c6 két qui nghién ctu dinh tinh nao dugc cong bd cho phuong trinh dang
(11). O day, muc tieu clia chang toi la ching minh tinh gidi duge clia bai
toan (11)-(13) dudi cac thiét lap tong quat (khong cé diéu kien Lipschitz
d6i v6i f ciing nhu tinh compact ctia nita nhém sinh béi A, cac tinh hudng
nay da dugc thdo luan trong [47] ddi véi truong hop o = 0). Thém niia,
ching t6i nghién cttu dang diéu nghiém cua (11) thong qua khai niém tinh
htt trong thoi gian hitu han duge dua ra trong [28]. C6 thé thay rang, dang
diéu tiém can cta nghiém cia cac hé vi phan khi thoi gian da 16n da dugc
nghién citu qua hang thé ky, thu duge nhiéu thanh tuyu cé tinh hé théng
va déng mot vai trdo quan trong trong nhiéu bai toan thuc tién. Tuy nhién,
trong nhiéu tng dung khi hién tuong chi xiy ra trong thoi gian ngin thi
viéc phan tich dang diéu ctua nghiém trong khoang thoi gian hitu han lai
déng vai trdo quan trong va dang thu hit sy quan tam ctia nhiéu nha toan
hoc.

Trong noi dung nay chung toi ching minh sy ton tai nghiem bang cach
stt dung dinh 1i diem bat dong cho anh xa nén, diéu nay yéu cau ham phi
tuyén f phai théa man tinh chinh quy dudgc thé hién thong qua do do khéng
compact Hausdorff. Cha ¥ réng, trong thiét lap ctia ching toi, ham f c6
thé tang trudng trén tuyén tinh. Dé dat duge két qua vé tinh hiat trong
thoi gian hitu han ctia nghiém, ching toi thuc hién mot s6 uéc luong cuc bo
(w6c luong véi dit kien ban dau nhé) va sit dung bat dang thitc Gronwall
ki di. Cudi cung ching toi 4p dung két qué triru tuong cho mot 16p phuong
trinh dao ham riéng phan thi c6 trong theo bién thoi gian.

11



2. MUC DiCH - DOI TUGNG - PHAM VI NGHIEN CUU
2.1. Muc dich nghién cttu

Nghién ctu dang diéu nghiém ciia mot sd6 hé vi phan phan thi c6 tré theo
cach tiép can cia li thuyét on dinh.

Dau tién ching t6i nghién cttu tinh 6n dinh ctia nghiém déi véi 16p phuong
trinh vi tich phan phan thi chtta xung véi diéu kién khong cuc bo va tré hitu
han. Sau d6, ching toi nghién ctu tinh én dinh tiém can yéu ciia nghiém
tam thuong cho bao ham thic vi tich phan phan thit chia tré vo han. Cudi
cung luan an dat dudgc mot sé két qua vé tinh hut trong khoang thoi gian
hitu han déi v6i phuong trinh séng phan thit c6 trong, ntta tuyén tinh véi
tré hittu han va phan phi tuyén tang truéng trén tuyén tinh.

2.2. D6i tuong nghién citu

Trong luan an nay, tac gia xét ba 16p bai toan:
+ Lép thit nhat: Phuong trinh vi tich phan phan thit dang tan xa-song
v6i tré hitu han.

*x L&p thi hai: Bao ham thic vi tich phan phan thi dang tan xa-song

v6i tré vo han.

* LAp thi ba: Phuong trinh séng phan thi cé trong nita tuyén tinh
v6i tré hitu han.

2.3. Pham vi nghién ctu

Pham vi nghién cttu ctia luan an dugc thé hién thong qua cac néi dung sau

* NOi dung 1: Nghién citu sy ton tai nghiém ctia cac phuong trinh va
bao ham thtic vi phan phan tht véi tré hitu han va vo han.

* Noi dung 2: Nghién cttu tinh 6n dinh tiém can ctia nghiém tam
thuong déi véi 16p phuong trinh vi tich phan phan thd chta xung va
diéu kien khong cuc bo véi tré hitu han.

* Noi dung 3: Nghién ctu tinh 6n dinh tiém can yéu ctia nghiém tam
thuong doéi véi bao ham thitc vi tich phan phan tht dang song khuéch

tan véi tré vo han.

12



* NOi dung 4: Nghién cttu tinh hit trong khoang thoi gian hitu han
ctia nghiém do6i v6i phuong trinh vi phan phan thit ¢6 trong (tempered)
v6i tré hitu han.

3. PHUONG PHAP NGHIEN CUU

Luan an st dung céc cong cu cua giai tich da tri, 1{ thuyét nita nhom ([61]),
giai tich phan thi, i thuyét diem bat dong, dé thuc hién cac noi dung
nghién cttu néu trén. Ngoai ra ddi véi cac noi dung cu thé, ching to6i st
dung mot s6 k¥ thuat tuong tng:

e Nghién cttu tinh gidi dugc clia cac bai toan phi tuyén: Phuong phap
u6e lugng theo do do khong compact [40].

e Nghién cttu su ton tai nghiém phan ra va téc do phan ra ciing nhu tinh
on dinh tiém can yéu ctia nghiém: St dung li thuyét diém bat dong
theo cach tiép can ctia Burton va Furumochi [7, 8], k§ thuat vé udc
luong do do khong compact va cac dinh 1 diem bat dong cho anh xa
nén trinh bay trong [2].

e Nghién cttu tinh hat trong thoi gian htu han dya trén khai niém dugce

dua ra bdi Giesl va Rasmussen trong [28].
4. CAU TRUC VA CAC KET QUA CUA LUAN AN

Ngoai phan Md dau, Két luan, Danh muc cong trinh va Tai lieu tham khao,

luan an dugce chia lam bon chuong:

e Chuong 1: Kién thic chuan bi. Trong chuong nay, ching toi nhic lai
cac két qud vé giai tich phan thw, 1i thuyét giadi thic, 1i thuyét do do
khong compact (MNC) va anh xa nén, mot s6 kién thiic vé giai tich da

tri.

e Chuong 2: Tinh on dinh nghiém cia phuong trinh tin za-song nia
tuyén tinh chita zung va tré hiu han. Trong chuong ndy, ching toi ching
minh tinh 6n dinh ctia nghiém cho mét 16p phuong trinh vi tich phan
phan tht véi tré hitu han.

e Chuong 3: Tinh on dinh tiem can yéu cia nghiém bao ham thic vi

phan dang tan xa-séng vdi tré vo6 han. Trong chuong nady, chung toi
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ching minh tinh 6n dinh tiém can yéu ctia nghiém cho mot 16p bao
ham thtc vi tich phan phan tha véi tré vo han.

e Chuong 4: Tinh hut trong thoi gian hitu han cua nghiém phuong trinh
song phan thid co trong. Trong chuong nay, v6i phuong trinh vi phan
phan thit ¢6 trong va tré hitu han, chiing t6i chtiing minh tinh hat trong
khoang thoi gian hitu han ctia nghiém khi phan phi tuyén tang trudng

trén tuyén tinh.
5. Y NGHIA CUA CAC KET QUA TRONG LUAN AN

Cac két qua thu duge trong luan an gép phan lam phong pht thém huéng
nghién cttu 6n dinh nghiém cho cac phuong trinh va bao ham thiic vi tich
phan phan thit c¢6 tré trong trong khong gian Banach tong quat, co thée ap
dung cho nhiéu 16p phuong trinh dao ham riéng phi tuyén cting nhu cac hé
vi phan thuong co tré.

Cac két qud chinh cia luan an da dudc cong bd trong 02 bai bao trén
cac tap chi khoa hoc chuyén nganh (liet ké 6 muc “Danh muc cong trinh
khoa hoc cua téc gia lien quan dén luan an”), 01 bai bao da hoan thanh &
dang tién an pham. Cac noi dung chinh trong luan an da dugc bao céo tai:

1. Xémina ctia B mon Giai tich, Khoa Toan - Tin, Truong Dai hoc Su
pham Ha Noi;

2. Hoi thao cho Nghién cttu sinh, Khoa Toan-Tin, Truong Dai hoc Su
pham Ha Noi, 2018.
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Chuong 1

KIEN THUC CHUAN BI

1.1. GIAI TICH PHAN THU
1.1.1. DPao ham va tich phan phan thw

Muc nady gom mot s6 dinh nghia va tinh chat cia dao ham va tich phan
phan tht, chi tiét c6 thé xem trong cuén chuyén khao [43].

Chom € Nt va J = (0;T),1 < p < +00. Khong gian Sobolev c6 thé
dinh nghia theo cach sau (xem [11]):

m—1 k

- t

Wme(J; E) ={f | 3p € L(J; E) : f(t) = ;Ockﬁ

tm—l -
— t),t 1.1
+(m_1)!*s0(), € J}, (1.1)
& day ‘x’ la tich chap Laplace xac dinh béi
(k=*0)( /kt—s (s)ds,t e R, k€ L'(R,), ¢ € L'(Ry; E);

va ¢ = f®(0); véi mdi f € W™P(J; E) ta cé p(t) = f™(t)(theo nghia
hau khap noti). Dat

WP, E) = {f e W™ (J;E) | f¥0)=0,k=0,1,2,...,m — 1}.
Vay, [ € Wi""(J; E) khi va chi khi f = tm 11), x @(t) voi ¢ € LP(J; F)
nao do.

Vidu 1.1. Liy J = (—1;1), khi do:

(i) Ham f = |x| € W'(J) vdi 1 < p < +oo va [’ = ¢ ¢ day
+1 néul<z<l1
p(z) = )
—1 neuw —1 <2 <0.

Tong qudt, néu ham f € C™YJ) va C™(J) tung khic thy [ €
Wwme(J).
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(ii) Ham o zdc dinh nha trén khong thuoc WHP(J) véi bat ky 1 < p < —+o0.

Cho a > 0, ki hieu

ta—l

néu t > 0,
ga(t) = ¢ T'(@) (1.2)
0 néu t <0,

+00
trong d6 I'(p) = / t'te7tdt, p > 0 1a ham Gamma. D& thiy g, théa man

0
tinh chat nita nhom

9o * 98 = Ga+p-

Dinh nghia 1.1. Tich phan phan thid Riemann-Liouville bac a > 0 cua
ham f € L'(J; E), dugc xac dinh bdi
o I o
1) = (g 0 = o [ (=5 f(s)ds.t >0
]?(OO 0

Khi a = n € N, Dinh nghia 1.1 c6 dang

IV f(t) /d81/ dss.. / f(sn)ds,

—m/(t—s)n 'f(s)ds

Dinh nghia 1.2. Dao ham phan thit Riemann-Liouville bac o« € (m —
I,m),m € Nt cta ham f € L'(J; E), gm_a * [ € W™ (J; E) xac dinh
bdi

dm
Dy f(t) = T o f(t)
dm
dtm(gm o * f)(t)

_ F(ml_ . CZ”; /O (t — )" f(s)ds

Dinh nghia 1.3. Dgo ham phan thi Caputo bac o € (m—1,m), m € N*
ctia ham f € W™!(J; FE) xac dinh béi
dm 1

CDyf(E) = IS f () =

) /0 ()t ) (5)ds,

['(m — «
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Néu thay f € W™ (J; E) béi dieu kien f € C™ N J; E); gy * [ €
Wm™1(J; E) ta c6 biéu dién tuong duong sau

“Dyf(1) = ( -3 Ot ) |
Pinh li 1.1. Cho a € (m — 1;m), m € N*. Khi do:
(i) Vai moi f € L'(J; E), ta cé
CDRITf(t) = f(1);

(ii) Néu f € C" T, E); gma *x f € W™ E) thh

m—1

Ig “Dg f(t) = f(t) = 3 [P 0)grs (t).

k=0

1.1.2. Dao ham va tich phan phan thi cé trong

Trong muc nay ching to6i nhac lai mot sd dinh nghia vé tich phan va dao
ham phan thw co trong.

Cho o 14 mot s6 khong am, véi o > 0, dat

Jao(t) = € 7 ga(2).

Dinh nghia 1.4. Tich phan phan thi Riemann-Liouville co trong v6i bac
a > 0 cta ham f € L*(J; E), duge dinh nghia bdi
1

7 F0) = (g0 ) = gy [ (£ 97179 (s)as

gid thiét tich phan 6 vé phai hoi tu.

Dinh nghia 1.5. Cho ham f € W™!(J; E), m € N, dao ham phan thi
c6 trong theo nghia Caputo v6i bac o € (m — 1, m), duge dinh nghia bdi

a,0 m— aad_m e—at : m—a—1 dm os
DY) = I G ) = pe— | (s (e () ds

Luu y: Khi 0 = 0 khai niém dao ham va tich phan phan tha c6 trong

tré thanh khai niém dao ham va tich phan phan thi theo nghia tuong ting
da dugc trinh bay ¢ muc trén.
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1.2. LI THUYET GIAI THUC

Muc nay trinh bay mot s6 khai niém co ban va mot vai két qua lien quan dén
ho cosine, nita nhém va giai thic, chi tiét c6 thé tham khio trong [19, 71].

Ki hieu L(F) 1a khong gian cdc todn tit tuyén tinh, bi chan trén khong
gian Banach F.

Pinh nghia 1.6. Mot ho cac toan tit C'(t) € L(E),t € R, dugce goi 1a mot
ho cosine trén E, néu

(i) C'(0) = I, I 1a phép dong nhat trén F,
(ii) C(t+s) + C(t —s) = 2C(t)C(s) v6i moi t, s € R.

Khai niém ho cosine ¢6 quan hé mat thiét v6i khai niem ntta nhém céc
toan ti tuyén tinh trong khong gian Banach.

Dinh nghia 1.7. Mot ho S(t) € L(F), 0 < t < 400, duge goi 1a nia

nhém cdc todan ti tuyén tinh bi chin (goi tat 1a nita nhom) trén E, néu noé

thoa man:

(i) S(0) =1,
(i) S(t+s) = S(t)S(s) véi moi t, s > 0.

Pinh nghia 1.8. Ho F = {F(t) };cr cac toan tt tuyén tinh bi chan trén
khong gian Banach E dudc goi 1a lién tuc manh néu v6i méi © € E, quy
dao ctia F' tuong ung véi x, T >t — F(t)xr € E lien tuc. Mot nita nhém
lién tuc manh con duge goi 1a mot Cy-nita nhom.

Mot Cyp-ntta nhém hoac mot ho cosine lién tuc manh trén khong gian
Banach dugc dac trung duy nhat bdi cac toan ti sinh tuong ting.

Dinh nghia 1.9. Ta ndéi rang toan t tuyén tinh A 13 todn ti sinh clia nita
nhom lién tuc manh {S(t) }4>0, néu n6 duge xac dinh boi
d . Ss)r—=x
Az = —| S(t)z = lim (5) :
dt'o

s—0t S

voi moi x € D(A), trong d6 D(A) 1a mién xac dinh ciia A, duge xac dinh
nhu sau

s—0t S

D(A) = {x € F: lim Sls)e —x ton tai trong E} :
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Dinh nghia 1.10. Toan tit sinh A ctia mot ho cosine lién tuc manh C'(t), g
trén £/, dugce dinh nghia béi

d’ .2
Az = ﬁ]OC(t)x = 131—138 g(C(S)ZE —x),
véi moi x € D(A), trong d6 D(A) 1a mién x4c dinh ciia A, vdi
2 X
D(A) = {:1: ckE: lir% —(C(s)x — x) ton tai trong E} .
s—0 g

Dinh i sau cho ta mot diéu kién can dé toan ti tuyén tinh A sinh ra mot
Cy-ntia nhém:
Dinh 1i 1.2. Todn ti sinh ciia mot Cy-nita nhém phdi la mot todn i tuyén
tinh dong va zdac dinh tru mat.

Vidul.2. Xét E = Cuy,(RY) ={f: Rt = R: ||f|| = sup |f(s)| < +o0}
seRT
la khong gian cdac ham lién tuc déu va by chan trén RT. Ho todn tid {S(t) }i>0

duoc rac dinh nhu sau:
S(t): E— FE
(S()f)(s) = f(t+s), s €R.
Khi dé, {S(t)}i=0 la mot Cy-nika nhdém va toan ti sinh la toan ti dao ham
Af(s) = f(s),
vdi mién xac dinh D(A) ={f € E : f khd vi va f' € E}.

Dinh 1i 1.3. Gid st {S(t) }i>0 la mot Cy-nita nhém. Khi dé, ton tai cdc
hang s6 w € R va M, > 1, sao cho

1S(8)|] < Mye*, véi moit > 0.

Néu w < 0, My =1 thi {S(t)}s>0 dugc goi 1a nita nhém co.

Nam 1980, Da Prato va Iannelli gi6i thieu khai niém vé cac ho giai thic,
c6 the xem nhu 14 mét su mé rong ctia khai niem Cy- nita nhém dé nghién
cttu 16p cac phuong trinh vi tich phan [62]. Sau do6, 1i thuyét ve cac ho giai
thitc da dugc phéat trien nhanh chéng véi muc dich nghién ctu phuong trinh
Volterra tong quat

u(t) = f(t) + /0 alt — $) Au(s)ds. t > 0,

§day a € L} (R,), Ala toan tii tuyén tinh déng trén khong gian Banach

loc

phic X va f: R, — X la ham lién tuc.
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Pinh nghia 1.11. Cho a > 0. Toan tu S, : R, — L(FE) dugc goi 1a mot
a- gidi thic néu cac diéu kién sau dudc théa man

(a) S,(+) lien tuc manh trén R, va S,(0) = [;
(b) Sa(8)Sa(t) = Sa(t)Sa(s), voi moi s,t > 0;
(¢) phuong trinh ham
Sa(8) 15 5a(t) = I5'Sa(5)5a(t) = I5Sa(t) — 15'Sa(s),
thoéa man véi moi s,t > 0.

Toén ti sinh A cua S,, duge dinh nghia bdéi

D(A) := {x c FE: lim Salt)r — @

=07 Ja+1 (t>

ton tai trong E}

va S (1
Az = lim o)z —
=0t Gap1(t)

v6i go(t) 14 ham cho bdi cong thic (1.2).

,x € D(A),

Dinh nghia 1.12. Mot a- giai thiic S, dudc goi 1a bi chan mii néu ton tai
cac hang s6 M, > 1,w > 0, sao cho

1S.(8)|| < Mye*',t > 0.
Trong trudng hgp nay ta viet A € Co(M;,w), & day A 1a toan tit sinh
cua S,.
Meénh dé 1.1. Cho S, la mot a-gidi thic sinh bdi A. Céac khang dinh sau
day la diung:
(a) Su(t)D(A) C D(A) va AS,(t)x = S,(t)Ax vdi moi v € D(A) va
t>0.

(b) Véi moix € B I$S,(t)xr € D(A) va

So(t)r =ax+ AISS,(t)x,t > 0.
(c) x € D(A) va Ax =y néu va chi néu

Se(t)r = x4+ I$S,(t)y,t > 0.
(d) A la todan ti dong va xdc dinh tri mat.
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(e) So(*)x la nghiem tich phan duy nhdt cia bai todn Cauchy tong qudt

Diu(t) = Au(t),t > 0,
uw(0) =2,u® =0,k =1,2,...,[a] — 1,

vdi moi x € E, ¢ day [« la so tu nhién nhd nhat I6n hon hodc bing
Q.

Meénh dé 1.2. Cho a > 0, A € Co(M,w) néu va chi néu (w*, +o00) C
p(A) va ton tai mot ham lién tuc manh S, : Ry — L(E) sao cho ||S,(t)]| <
Mie“t véi moi t > 0 va

+00
AN — A) e = / e NS, (t)xdt, ReX > w,
0
vdi moi x € K. Hon nita, S, la a-gidi thiic sinh bdi A.

Trong trudng hop tong quat, khi so sanh véi khai niem Cy-nita nhém
(hay ho ham cosine), ta thiy rdng ho gidi thitc khong c6 tinh chat nia
nhom T'(t + s) = T'(t)T(s) (cting nhu tinh chat ctia ho ham cosine C'(t +
s) + C(t —s) = 2C(t)C(s)). Tuy nhién, trong mot s6 truong hop cu the
chang han v6i a = 1, S,(-) = Si(+) 1a mot Cy- nita nhém hay véi a = 2,
ta 6 mot ho cosine Sy(+). Theo nguyen 1i phu thudce [6], néu A sinh ra mot
[-giai thitc v6i S > « thi né cing sinh ra mot a-giadi thic. Dac biet, néu
A 1 toan ti sinh ciia mot ho cosine, thi ton tai mot a-giai thic sinh béi

Avoi a € (1,2).

Mot két qua khac vé su ton tai clia a-giai thite da dudce nghién citu trong
[18].

Dinh nghia 1.13. Cho A la mdt toan tit dong, xac dinh tru mat trén
khong gian Banach E. Khi d6 A duge goi 1a mot toan tit quat kieu (w, 6),
néu ton tai w € R, 0 € [0,%), N > 0 sao cho tap gidi clia né nam trong

C\Zw,g va
N

G day

Y

5 {{w+)\:)\€<C,\arg(—)\)|<9} néu 6 > 0,
w0 —

(—oo,w) néu 0 = 0.
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Trong truong hop A 1a mot toan ti quat kieu (w, ) v6i 0 < 6 < w(1 —
a/2), So(-) ton tai va c6 cong thiic sau:
1 ,
—,/et’\)\al()\af — A)7'd\ néut >0,
S,(t) = ¢ 2m J, (1.3)
I néut =0,

v6i 7y 14 mot duong thich hop nam ngoai 3, 4. Hon niia, ta c6 két qua sau
ve dang dieu cta S,(+):

Pinh 1i 1.4. ([18, Dinh li 1]) Cho A : D(A) C X — X la todn ti quat
kieu (w,0) voi 0 < 0 < w(1 — «/2). Khi dé, ton tai C > 0 doc lgp vdi t

sao cho

A

C(1+wt)e”™, w>0,

1Sa(1)]] < C o (14)
1+ |w|te’ ’

vort > 0.

Trong trudng hop A 1a toan tit quat kieu (0, 0) véi goc 6 € [0, (1 — §)n)
va 0 € p(A), ta thu duge cac két qua.

Dinh 1i 1.5. ([47, Dinh 1i 3.1, 3.2, 3.7]). Ho todn ti {S.(t)} cho bdi (1.3)

thoa man

(1) Ton tat M > 1 sao cho ||S.(t)|| < M vdi moit > 0.

(2) Anh za t v S,(t) la lién tuc theo chuan vdit > 0.

(3) Néu R(A\, A) = (A—A)™* compact véi X € p(A), khi d6 S, (t) compact
vdit > 0. Dic biéet, néu A sinh ra mot Cy-nita nhém compact, thi S, (t)
cung compact voi t > 0.

Véi ham g, cho bdi (1.2), ta ¢6 dinh 1i sau.
Dinh 1i 1.6. ([47, Dinh li 3.6, 5.3]). Khit > 0, ta co

(1) Ton tai Cy, > 0 sao cho ||(gar * Sa)(t)]| < Cut*™;
(2) Vdi moi x € X, (ga1 * Sa)(t)x € D(A) va [|[A(ga_1 * So)(t)x|| <

C . )
?||x|| vdi hang so duong C' nao do;

(3) 54(t) = =A(ga-1 * 5a)(1);

(@) |0+ S0 < Cute
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d day ki hiéu ‘ x’ la tich chap Laplace.
1.3. PO PO KHONG COMPACT VA CAC UGC LUONG

Trong muc nay, chung to6i trinh bay khai niém do do khong compact va mot

s0 udc lugng lien quan xem [5, 40].
Pinh nghia 1.14. Ham (§ : Py(F) — R* duge goi 1a mot do do khong

compact trong E néu
B(co Q) = B(2) véi moi Q) € Py(FE),
trong d6 co €2 1& bao 16i déng cua €.

Do do [ duge goi la:

(i) don dieu néu Qy, Qy € Py(E), Q1 C Qs kéo theo S(€2;) < B(€y);

(ii) khong suy bién néu S({z} U Q) = B(Q) véi mdi x € E,Q) € Py(E);

(iii) bat bién vdi nhiéu compact néu B(K UQ) = 5(£2) véi moi tap compact
tuong doi K C E va Q € Py(FE);

(iv) nia cong tinh B(2o U 1) < max{B(), B(21)} v6i moi Qg 2y €
Py(E);

(v) niba cong tinh dai so6 néu B(1+Qy) < B(Q)+5(€) véi mdi Qy, Qy €
Py(F);

(vi) chinh quy néu [(€2) = 0 tuong duong véi tinh compact tuong doi clia
93

Mot vi du quan trong vé do do khong compact 1a do do Hausdorff x(+),
dugc dinh nghia nhu sau:
Ham y : P,(E) — R xac dinh béi
X(B) = inf{e > 0 : B ¢6 mot e-ludi hitu han},
dugce goi 1a do do khong compact Hausdorff trén E.

Duya vao do do Hausdorff y, ta dwa ra khai niém do do roi rac y, nhu

sau:
Xo(§2) = sup{x(D) : D € A(Q)},

trong d6 A(£2) 1a ho tat ca cac tap con khong qua dém duge ciia €2 (xem

[5]). Ta c6

Sx(82) < x0(§2) < x(©2),
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v6i moi tap bi chan Q2 C F.

Meénh dé 1.3. Ki hiéu x la do do Hausdorff trong E va Q C E la mot tap
bi chan. Khi do, vdi moi € > 0, ton tai mot day {xn} C Q) sao cho

x(Q) <2x({z,}) + e

Ki hieu J = [0, T].

Dinh nghia 1.15. Cho D C L*(J; E). Ta goi D la tap bj chan tich phan
néu ton tai ham v € L*(J) := L*(J;R") sao cho

LF @) < v(t)
véi moi f € D va v6i hau khap t € J.
Meénh dé 1.4 ([40], Dinh i 4.2.2). Néu {w,} C L'(J; E) bi chan tich

phan, thi t t
({ [ woast) <2 [ xtwn o)

voi t € J.

Ap dung Menh dé 1.3 vi Menh dé 1.4, ta ¢6 ménh dé sau day.
Meénh dé 1.5. Néu D C L*(J; E) sao cho D bj chan tich phan va
X(D(t)) < q(t), vdi hau khap t € J
va q € LY(J;RT), th

t t
% (/ D(S)ds) < 4/ q(s)ds
0 0
t t
vdi t € J, &ddy/ D(s)ds:{/ §(s)d5:§ED}.
0 0
Chiing minh. V6i € > 0, ton tai mot day {fn} C D sao cho

W [ peas) < ox({ [ s} +e

do Menh dé 1.3. Ap dung Ménh dé 1.4, ta ¢6
t t
([ Ds)as) <4 [ x(fu(o))ds + e
t

< 4/ q(s)ds + €.
0

Do € 1a bat ki, ta c6 diéu phai chitng minh. ]
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Bay gio, ta dinh nghia hai do do khong compact tren C'([0,T]; F) sé
duge stt dung trong cac chuong sau. Cho truée L > 0va D C C([0,T]; E),
dat

wr(D) = sup e “x(D(t)), véi D(t) == {x(t) : x € D}, (1.5

te[0,7]

modr(D) =limsup  _ max () — ()]l (1.6)

Theo [40, Vidu 2.1.2, 2.1.4], wy v modr la cac do do khong compact théa
méan tat cd cac tinh chat phat biéu trong Dinh nghia 1.14, ngoai trit tinh
chinh quy. Theém nta, v6i D C C([0,T]; F),
e wr(D) = 0 khi va chi khi D(t) compact tuong ddi véi moi ¢ € [0, T;
e modr(D) = 0 khi va chi khi D dong lién tuc.
bat
XT(D) = CUT(D) + mOdT(D),

khi d6 xr 14 mot do do khong compact chinh quy tréen C([0,T]; E'). That
vay, néu xr(D) = 0 thi wp(D) = modr(D) = 0. Diéu nay ching t6 rang
D(t) 1a compact tuong d6i véi moi t € [0, T] va D 1a dong lien tuc. Do d6
D 1a compact tuong déi theo Dinh 1i Arzela-Ascoli.

1.4. ANH XA NEN VA CAC DINH Li PIEM BAT DONG
1.4.1. Mot s6 van dé vé giai tich da tri

Trong muc nay, ching toi trinh bay vé mot sé khai niem va két qua cla giai
tich da tri, chi tiét hon c6 thé xem trong [40]. Cho Y 1a mot khong gian

metric.
Pinh nghia 1.16. Anh xa da tri F:Y — P(FE) dugc goi la:
(i) naa lien tuc trén néu F (V) ={y €Y : Fly)NV # 0} 1a tap con
déng cua Y v6i moi tap dong V' C E;

(ii) nata lién tuc trén yéu néu F (V') 1a tap con dong ciia Y v6i moi tap
déng véu V C E;

(iii) déng néu do thi I'r = {(y,2) : z € F(y)} 1a tap dong trong Y x E;
(iv) compact néu F(Y') compact tuong doi trong E;
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(v) tuwa compact néu anh xa han ché trén mot tap con compact A C Y bat
ki la compact.

Ta c6 két qua sau ve dieu kién nita lien tuc trén ciia mot anh xa da tri.

B6 dé 1.1 ([40, Dinh 1i 1.1.12]). Cho G : Y — P(E) la dnh za da tri
dong, tua compact va co gida tri compact. Khi do, G nita lién tuc trén.
B6 dé 1.2 ([9, Ménh dé 2]). Cho E la mot khong gian Banach va € la mot
tap khdc rong cia mot khong gian Banach X . Gia st rang G : Q0 — P(FE)
la anh za da tri cé gid tri loi, compact yéu. Khi do, G nita lién tuc trén yéu
néu va chi néu {x,} C Q vdi x, = x9 € Qvay, € G(x,) kéo theo ton tai
day con cia Yy, hoi tu yéu ve yy € G(xy).

Sau day, ta nhac lai khai niém ham chon vA néu mot so6 két qua duoc
dung trong Chuong 3.
Pinh nghia 1.17. Ham f : [a,0] — FE, v6i |a,b] C R, duge goi 1a ham
chon do dugc manh cia ham da tri F' : |a,b] — Kv(E) néu f do duge
manh va

f(t) € F(t), v6i hau khap t € [a, b].

Dinh nghia 1.18. Day {f,} € L*(J; FE) dudc goi 1a nita compact néu day
nay bi chan tich phan va {f,(t)} C K(t) v6i hau khdp t € J, trong do
K(t) C E,t € J,1a mot ho céc tap compact.

Ta biét rang néu {f,} 1& mot day nita compact trong L'(J; E), thi {f,}
compact yéu [21, 40]. Ta can st dung két qua da duge chitng minh trong
70, B dé 1] nhu sau:

B6 dé 1.3. Cho ®(t,s) la mot ho cdc todn tii tuyén tinh bj chan tréen X
vdi t,s € [0,T),s <t. Gid sit rang ® théa man cdic dieu kién sau:
(®1) ton tai ham p € L0, T),q > 1 sao cho ||P(t,s)|| < p(t — s) Vi, s €
0,T],s <t;
(®2) || P(t,s) — P(r,s)|| S €ewdi 0 < s<r—er<t=r+h<T v
e =¢e(h) — 0 khi h — 0.

Khi dé, toan t¢S : L9(0,T; X) — C([0,T]; X) dinh nghia béi

/(Dts

bién moi tap bi chan tich phan thanh tap dong lién tuc, ¢ day ¢ la lién hop
cia q (¢ =—+o0 néuqg=1).
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1.4.2. Anh xa nén va mot sé dinh li diém bat dong

Li thuyét diém bat dong cho anh xa nén 1a cong cu co ban dé ching minh
sut ton tai nghiém cho cac bai toan trong luan an. Ngoai ra li thuyét diem
bat déng ciing dudc st dung dé nghién cttu tinh on dinh ctia cac hé vi phan
theo dé xuat ctia Burton va Furumochi [7, 8]. Chi tiét hon vé 4nh xa nén
va cac dinh 1i diém bat dong cho anh xa nén, c6 thé xem trong [5, 40].

Dinh nghia 1.19. Anh xa F : Z C E — P(FE) dudc goi la mot anh xa
nén theo do do 3 (S-nén) néu véi tap bi chan ) C Z, bat dang thiic

B(Q2) < B(F(Q))

suy ra tinh compact tuong dé6i ctia ).

Vé6i 5 1a mot do do don diéu va khong suy bién trong F, tit Hé qua 3.3.1
va Ménh dé 3.5.1 trong [40] ta c6 dinh 1 diém bat dong sau.
Dinh 1i 1.7. Cho M la mot tap con loi, déng, bi chin cia E va F : M —
Kv(M) la dnh za déong va 8—nén. Khi do, Fix(F) :={x € F(z)} la tap
khdc rong va compact.

Cac nguyen li diem bat dong sau day dudce coi 1a hé qua ctia Dinh 1i 1.7.
Dinh 1i 1.8. Cho M la mot tap con loi, compact trong E va F : M —
P(M) la mot anh xa da tri déng vdi gid tri loi. Khi do, Fix(F) la tap khdc
rong.

Dinh 1i 1.9. Cho M la mot tap con loi, déng, bi chan cia E va F : M —
M la mot anh za lien tuc va B-nén. Khi do, Fiz(F) ={x € F : x =
F(x)} la mot tap compact khdc rong.

1.5. TINH ON DINH CUA CAC HE VI PHAN
1.5.1. 611 dinh Lyapunov

Ta nhic lai mot s6 khai niém co ban vé on dinh theo nghia Lyapunov, on
dinh yéu cho truong hop khong 6-t6-nom xem [31].
Xét hé
y =9 y), (1.7)
voi g : Ry X R” — R” 1a ham lién tuc. Gia st ¢ 14 mot nghiém cua (1.7)
trén [tg, +00).
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Dinh nghia 1.20. Nghiem ¢ ctia (1.7) dugc goi 1a on dinh Lyapunov néu
véi moi € > 0 ton tai (€, ty) > 0 sao cho néu

lyo — 9(to)[| < (€, o),
thi
[yt to, yo) = H(@0)[] <e,
voi moi t > to; & day y(.; to, Yo) la nghiém ctia (1.7) sao cho y(to; to, Yo) = Yo

Trong dinh nghia trén néu d khong phu thudc vao t, thi ta c6 khai niem
on dinh Lyapunov déu.

Khai niém 6n dinh theo nghia Lyapunov tong quat c6 thé quy vé mot
truong hop dic biét bang cach xét hé sau

v = f(t, x), (1.8)

6 day f(t,x) = g(t,z +9(t)) — g(t, §(1)).

Ta thay rang f(¢,0) = 0, do d6 z(¢f) = 0 14 mot nghiém cta (1.8).
Hon ntta, néu y(¢) 1a mot nghiem cta (1.7) thi z(¢) xac dinh bdi z(t) =
y(t) — y(t) 1a mot nghiem ctia (1.8). Ngugc lai, néu x(t) 1a mot nghiem ctia
(1.8) thi y(t) xac dinh béi y(t) = x(t) + y(t) 14 mot nghiem ctia (1.7). Do
d6, tinh 6n dinh ctia nghiem ¢ ctia (1.7) tuong duong véi tinh 6n dinh clia
nghiém x = 0 ctia (1.8). Vi vay, khong mat tinh tong quat, tit day vé sau
chting ta chi xét tinh on dinh ctia nghiem x = 0 déi véi he dang (1.8).
Dinh nghia 1.21. Nghiém x = 0 cta (1.8) dugce goi la:

* Hut néu ton tai dy > 0, sao cho néu ||zy|| < dg thi vdi moi nghiem
x(t; t, To) ciia (1.8) ta ¢ tligfn x(t; ty, o) = 0.

—T00
* Hut yéu néu ton tai oy > 0, sao cho néu ||xg|| < & thi ton tei nghiem

x(t; g, o) clia (1.8) thoa man tliern x(t; g, o) = 0.
—+00

Dua vao cac khai niém vé tinh hit nhu trén ta dua ra cac khai niém on
dinh tiém can cho hé (1.8) nhu sau.

Dinh nghia 1.22. Nghiém x = 0 cta (1.8) dugce goi la:

*On dinh tiém can theo nghia Lyapunov néu né on dinh Lyapunov va
thoa man tinh hat.

*On dinh tiém can yéu néu né on dinh Lyapunov va hit yéu.
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Dinh nghia 1.23. Nghiém = = 0 cia (1.8) dudc goi 1a on dinh mi néu
ton tai 0 > 0, > 0,8 > 1 sao cho véi moi xy véi [|zy]| < 0 ta ¢
|l (t; to, o) || < Be= 1|z v6i t > to.

Dua vao dinh nghia trén ta thay rang tit tinh én dinh mi ta suy ra duge
tinh on dinh tiém can ctia nghiém. Ngoai ra, tinh 6n dinh mi con cho ta
biét téc do hoi tu ciia nghiém khi ¢ — —+o00.

1.5.2. 611 dinh thgi gian hitu han va tinh hit trong théi gian hitu han

Trong phan nay ching toi dua ra mot s6 khai niem va két qué lién quan
dén tinh on dinh trong thsi gian hitu han va tinh hiat trong thsi gian hitu
han. Khai niém on dinh thsi gian hitu han cho hé déng luc da duge gisi
thieu bdi Weiss va Infante [75], con khéi niém hit trong thoi gian hitu han
duge de cap bdi Giesl va Rasmussen [28] do6i véi hé vi phan khong co tré,
trong khong gian hitu han chiéu. Khéac v6i 6n dinh Lyapunov, 6n dinh thoi
gian hitu han lién quan dén tinh bi chin ctia ham trang thai trong khoang
thoi gian hitu han.

Xét phuong trinh vi phan
= f(tx)ted, (1.9)

6 day xz(t) € R", J = [to;to+T). Ham f : J x R" — R" dugc gia thiét
du tron theo x va t (trén J) dé ddm bdo sy ton tai va tinh duy nhét cla
nghiém trén J cting nhu su phu thudc lién tuc ctia nghiém vao dit kién ban
dau tai t,.

Dinh nghia 1.24. ({75, Dinh nghia 1])(077, dinh thoi gian hidu han). He
(1.9) dugc goi 1a on dinh tng véi (a, 3, T),a < [, néu v6i mdi quy dao
x(t) thoa man ||z(ty)]| < « thi ||z(t)]] < B, v6i moi t € J.

Nhan xét 1.1. Khai niém on dinh thoi gian hitu han va khai niém on dinh
tiém can Lyapunov la hai khadi niém doc lap theo nghia: mot hé on dinh thoi
gian htu han thi co thé khong on dinh tiém can Lyapunov, nguoc lai mot
hé on dinh tiém can Lyapunov co thé khong on dinh thoi gian hitu han.

Dé minh hoa cho nhéan xét trén, ta dua ra vi du sau:

Vi du 1.3. ([36, Vi du 2.1]) Xét cic phuong trinh vi phan cé tré

t+2
(1) = —1.2x(¢
(1) = —L20(1) +

x(t—1),t>0, (1.10)
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B(t) = —0.82(t) + - t

t—1),t > 0. 1.11

Phuong trinh (1.10) la on dinh tiém can Lyapunov toan cuc. Tuy nhién,
phuong trinh nay khong on dinh thoi gian hitu han dng vdi o = 1; 3 =
1.25;T = 10. Ngugc lai, phuong trinh (1.11) on dinh thoi gian hitu han
ing véi o = 1;8 = 1.5;T = 10 nhung (1.11) khong on dinh tiém cdin
Lyapunov, tham chi moi nghiém khdc khong cia (1.11) dan tdi vo cung khi
t — +o00.

Ki hieu ¢(t,t,£) 1a nghiem ctia bai toan (1.9) véi di kién ban dau
Dinh nghia 1.25. ([28, Dinh nghia 2.1))( Tinh hit trong khodng thoi gian
hau han). Cho p : J — R" la mot nghiém cia (1.9). Khi do:

(i) p duge goi 1a hat trén J néu ton tai n > 0 sao cho
[p(to+T, to, &) —p(to+T)|| < [[§—p(to)]] v6i moi & € B, (u(to))\{1(to)}-

(i) p duge goi 1a hut mi trén J néu
: L.
hm\sglp Edlst(gp(to + T, to, B, (u(to))); {uto+1)}) < 1,
n
va, 80
1 . L.
— In | limsup —dist(y(to + T, to, B, (1e(t0))); {p(to +1)}) |,
I ™o 7]

duogce goi 1a toc do hut ma.

Dé minh hoa cho khai niém trén, ta xét vi du sau

Vi du 1.4. ([28, Vi du 2.2]) Cho phuong trinh vi phdan tuyén tinh khong
0-t0-nom

' = a(t)r,
vdi x € Rwvaa:|0,T] — R la ham lién tuc.

T

Néu A := [a(s)ds < 0, thi nghiém tam thuong z(t) = 0, Vt € [0,T]
0

) A
la hat ma trén [0,T] vdi toc do hat la T %
. L . 1 fTa(s)ds A
lim sup —dist(A(T,0, B,(0)),{0}) = —ne’o =e” < 1,
No 7] U
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1 A
va — Inet = =,

T T

Tt dinh nghia dé thay rang tit tinh hit mi ta suy ra duge tinh hat. Vi
du sau day chi ra rang diéu nguodc lai khong ding.
Vi du 1.5. ([28, Vi du 2.3]). Xét phuong trinh vi phan

&= a(t)x’,

d day a : [0;T] — R la mot ham lién tuc. Néu A = fo t)dt < 0 khi do
nghiém tam thuong la hat trén [0; T, nhung khong hit m. That vay, ta co

§
V1= 248

Nghiém tam thuong hait khi /1 — 2A&% > 1 vdi moi £ # 0 khi A < 0. Tuy

nhién,

©(T,0,€) =

1 1
lim sup —dist(¢(7,0, B 0}) = hm Sup
nsup dist(o(7.0. B,(0)): {0)) = i

dieu nay ching té rang nghiém tam thuong khong hiat ma trén [0;T].

=1,

Nhan xét 1.2. Gid si ta zét hé (1.9) trén doan vo han nghia la ham vé
phdi f : Ry X R" — R". Khi dé, néu nghiém p : R — R" la hit ma
trén moi doan [0,T) véi T > 0 va toc do hit ma tuong wng bi chan thi p
cing hut theo nghia Lyapunov. Mat khdc, néu mot nghiém hit theo nghia
Lyapunov trong thoi gian vo han, thi nhin chung cé thé ton tai doan 0, T]

ma trén doé no khong cé tinh hut.
1.6. MOT SO KET QUA BO TRG
1.6.1. Cac khong gian ham

Cho 2 1a mot tap con do duge va bi chan trong R™. Trong luan an nay, cac
khong gian ham sau (xem [3]) sé dugc st dung.

e [7(Q2),1 < p < 400, la khong gian bao gom tat ca cdc ham kha tich
Lebesgue bac p trén 2. Chuan trén LP(§2) duge dinh nghia nhu sau:

sy = ( [ lut@paz)”

Cha y rang LP(€2) 1a khong gian Banach phan xa khi 1 < p < +00.
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e [°(€2) 1a khong gian bao gom tat ca cac ham do duge va bi chan hau
khap noi trén Q v6i chuan

[ Fp—_
€S

o [} (2),1 < p < 400, la khong gian cac ham khé tich Lebesgue dia

phuong bac p trén )
IP

loc

(Q) :={f: f e LP(K)v6i moi tap compact K C 2}.
Ngoai ra, ta st dung cac khong gian ham phu thudc thoi gian sau:

e ('(|a,b]; F) 1a khong gian bao gom tat ca cac ham u : |a,b] — E lien
tuc, véi chuan:

| c(ape) = sup [Ju(t)| e
te(a,b

e [”(a,b; F) la khong gian bao gom tat ca cac ham u : (a,b) — E sao

cho

b 1/p
fullsse = ([ lu@llde) < +oo
o C,:=C([-1,0]; E), v6i T > 0 cho trudc.
Sau day, ching toi trinh bay vé khong pha dude st dung trong Chuong 3.
Nhiing khong gian nay duge gidi thiéu trong tai liéu tham khao [33].

Pinh nghia 1.26. (B, | - |5) 14 khong gian tuyén tinh gom cac ham tu
(—00,0] vao E c6 trang bi nita chuan, thda man cac tien dé duge phat biéu
dudi day.

Néu v : (—o0,0+T] — X, 6d6 0 € R va T la s6 thyc duong, la
mot ham sao cho v|y . € Clo,0 + T); X) va v, € B véi v,(s) =
v(o + s) khi s € (—o0, 0], thi ta ¢6

(B1) v € Bvéit € [o,0 + T);
(B2) ham t — v; 1a lién tuc trén doan [0, 0 + T;

(B3) |v|ls < K(t — o) sup{||v(s)|| : 0 < s <t} + M(t — 0)|v,|s v6i mdi
t > o, trong d6 K, M : [0,+00) — [0, +00), K 1a ham lién tuc, M la
ham bi chan dia phuong va cac ham nay doc lap véi v;

(B4) ton tai £ > 0 sao cho ||¢(0)|| < £|¢|s, voi moi ¢ € B.

32



Sau day la hai vi du dién hinh vé khong gian pha.
Vi du 1.6.
C, = {¢ € C((—o0,0]; X) sao cho lim e"¢(0) ton tai trong X }.

60— —o0

Néu vy > 0 thi C, la khong gian Banach vdi chuan zdc dinh bdi
0], = sup e[| ¢(0)]].
<0
Trong truong hop nay K(t) =1, M(t) = e ", vdi moi t > 0.

Mot vi du quan trong khac la khong gian C'LY, nhu sau:

Vidu 1.7. Gia st 1 <p < +o00, 0<r < +o0wag: (—oo,—r] = R la
mot ham do dugc Borel va khong am trén (—oo, —r). Ki hiéu CL? la lop
cac ham ¢ : (—00,0] — X sao cho ¢ lién tuc trén [—r,0] va g(-)||o()||? €
L'(—o0, —r). Nia chuan trén C’ng’ duoc zac dinh bdi

—_

o = swp {e®I}+ | [ a@leoras] . @

Gid st rang
/ g(0)df < +o00, vdi moi s € (—o0, —1) va (1.13)
g(s+0) <G(s)g(f) vii s <0 wab e (—o0,—r), (1.14)

d déo G : (—00,0] = R la bi chan dia phuong. Néu c6 (1.13)-(1.14), thi
CLE théa man (B1)-(B4) vdi £ =1 (zem [38]). Hon nita, ta co the lay
1 voi 0 <t <7,

Kt = 1+ [f__f g(@)d@}% vdi t > r; (115)

D=

max{1+ | [, g(0)d0]", G(~t)s}  wsio<i<r,

M(t) = 9 1
max{| [, 9(6)d6]", G(~t)

B =

} vdi t > .
\

(1.16)

Mot s6 vi du khac vé khong gian pha dudgce trinh bay trong tai lieu tham
khio [34, 38].
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1.6.2. Mot so bat dang thic thudng ding

* Bat dang thitc Holder: Gia thiét 1 < p,q < +00,; + o = 1. Khi do,
néu u € LP(Q),v € L) thi uv € L'(Q) va

[ luvlde < Julo vl
Q

x Bat dang thitc Gronwall: Gia st z(¢) 13 mot ham lién tuc tuyét déi
tren [0; 7] va thoa man
dx s ,
pr < g(t)x + h(t), v6i hau khap t,
trong do g(t) va h(t) 1a cac ham kha tich tren [0; 7. Khi d6
¢

z(t) < z(0)e%? +/eG<t>_G(3)h(s)ds,
vimoi 0 <t < T, 6db

Gt) = / 4(0)do.

* Bat dang thic Gronwall dang tich phan: Cho x(¢) 1a mot ham kha
tich, khong am trén [0; 7] va théa man véi hau khip ¢ bat dang thiec tich

phan
t

z(t) < Cp + CQ/x(s)ds,

voi O, Cy 1a cac hang s6 khong am. Khi d6
z(t) < Oy(1 4 Cote™)

v6i hau khap ¢,0 <t < T.

x Bat dang thitc Gronwall véi nhan ki di (xem [76], He qua 2): Gia
st 5> 0,0 >0 va a(-) 1a mot ham khong am, khong gidm va kha tich dia
phuong tren [0,7),0 < T < 4+00. Néu ham u(-) khong am va khé tich dia
phuong trén [0,7") voéi

u(t) < a(t) + b/t(t — 5)"tu(s)ds,t € [0, T]
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thi
u(t) < a(t)E;(bL(B)t7),
¢ day E3 la ham Mittag-Leffler xac dinh bdi

400 n
Fus() = 2 pran gy Pol?) = Buale), 2€C
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Chuong 2

TINH ON DINH NGHIEM CUA PHUGNG TRINH
TAN XA-SONG NUA TUYEN TINH CHUA XUNG VA TRE HUU HAN

Trong chuong nay, chung t6i nghién cttu 16p phuong trinh vi tich phan
phan thi chia xung va diéu kién khong cuc bo, trong d6 phan tuyén tinh c6
dang tan xa-séng. Muc dich 1& dua ra cic két qua veé sy ton tai nghiém cung
v6i tinh on dinh cfia nghiém tich phan déi v6i bai toan trén bang phuong
phap diem bat dong.

Noi dung ctia chuong nay dua trén bai bdo s6 1 trong Danh muc cong
trinh khoa hoc ciia tac gia lien quan dén luan an.

2.1. DAT BAI TOAN

Cho (X, || - ||) 1& mot khong gian Banach, ching toi nghién citu sy ton tai
va tinh 6n dinh ctia nghiém déi v6i bai toan sau:

u(t) = /0 (If(; 3_)0‘1) Au(s)ds + f(t,u(t),u), t > 0,t # t, k € A,

(2.1)
(“) (t ) = fk( (tk:))ak € A, (2.2)
trong d6 A 1 toan tu tuyén tinh déng va khong bi chan, f 1a ham phi
tuyén xac dinh trén |0, +00) x X x C([—h,0]; X), g : PC(|—h,T]; X) —
C'([—h,0]; X) 1a ham khong cuc bo vad ham xung cho bdi [}, : X — X.
Chiing t0i xét bai toan trén véi @ € (1,2) va A C N la mot tap chi so.
Ki hicu u(ty) va u(t;) tuong tng 1a giéi han phai va giéi han trai cta
u tai t; u; 14 qua khit cla ham trang thai tinh t6i thoi diem ¢, nghia la
u(s) = u(t +5),5 € [—h,0].

2.2. SU TON TAI NGHIEM TiCH PHAN

Ki hieu y; 1a do do khong compact trong khong gian C, := C(|—h, 0]; X).
Cho truée T' > 0, PC(|—h, T]; X) la khong gian cac ham u : [—h,T] — X
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sao cho u lien tuc tren [—h, T)\{t; : k € A} va v6i moi 5, k € A, ton tai

u(ty) = limw(t);  w(ty) = lim u(t)

— -
t—t; t—t)

va u(ty) = wu(ty). Khi d6 PC([—h,T]; X) 1a mot khong gian Banach véi
chuan

lullpc := sup [lu(@)]]
te[—h,T|

Do do khong compact Hausdorff trén khong gian PC([—h, T]; X) duge ki
hléu 1a Xpc-

Dé nghién cttu sy ton tai nghiém clia bai toan (2.1)-(2.3), chiing toi dua
ra cac gid thiét sau.
(A) A la todn ti quat kieu (w,0) voi 0 < 0 < (1 — a/2), sao cho «-gidi
thite So(-) sinh bdi A la lien tuc theo chuan.
(F) Ham phi tuyén f: RT x X x C,, = X thda man:

(1) f(-,v,w) do dugc vdi méi cip (v,w) € X X Cp, f(t,-,-) lién tuc
vdi hau khap t € [0,7T] va

LF(# v, w)llx < B@)([lo]x + llwlle,),

V(v,w) € X xCp, ¢ day k € L, ,(RY), U, la ham gid tri thuc lién

loc

tuc, khong giam;
(2) ton tai ham m : R — R sao cho m(t,-) € L'(0,t),t > 0, va vdi
mot tap con bi chan V C X, W C C,,

X(Salt = 5)f(s, V,W)) < mt, s)[x(V) + xun(W)],
hau khap t,s € [0,T],s < t.
(I) Ham zung I, : X — X,k € A, théa man:
(1) I, lien tuc va ton tai so l;, > 0 théa man

()] < Ger(fl]),

d day Y la ham gid tri thuc lién tuc, khong gidm;

(2) ton tai so py, > 0, sao cho
X(Le(V) < puex (V),
vdi mos tap bi chan V C X.
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(G) Ham khong cuc b9 g : PC([—h,T]; X) — Cj, théa man cdc diéu kién:
(1) g lien tuc va
lg(u)lle, < Wy([lullpe),
Yu € PC, ¢ day V, la ham lién tuc, khong gidm trén R ;
(2) ton tain > 0, sao cho vdi moi tap bi chan D C PC([—h,T]; X),
Xu(9(D)) < nxpe(D).
Nhan xét 2.1. Lién quan dén cdc gid thiét (F)(2), (I)(2) va (G)(2), ta cé

mot so nhan rét sau.

(1) Néu tré cia hé la tré hang (us(s) = u(t — 7) vdi moi s € [—h,0]) va
f(t,-,-) théa man dieu kién Lipschitz, nghia la
[f (01, w1) = f(E v2, wo)|lx < Kp()(Jor — vollx + [Jwr — wale,),
kp € LT (RY), thi (F)(2) théa man vdi m(t,s) = ||S.(t — s)||k(s).

loc

Mat khdc, néu S,(t),t > 0, compact hodc f(t,-,-) compact (vdi moi t
co dinh) thi (F)(2) r6 rang dugc théa man véi m = 0.

(2) Tuong tu vdi (1)(2), néu I, Lipschitz, tic la
Hi(z) = L)l < pulle — yll. Vo, y € X

thi (I)(2) théa man. Hién nhién, (I)(2)ciing théa man vdi py, = 0 néu
I;, compact.

(3) Doi vdi gid thiét (G)(2), néu g Lipschitz, nghia la

lg(w) = g()lle, < nllu = v]lpe,

thy (G)(2) thdéa man. Diéu kién nay cing théa man vdi n = 0 néu g
compact.

Sau day ching toi stt dung phép bién doi Laplace dé dua ra cong thiic bieu
dién nghiém tich phan cho bai toan (2.1)-(2.3). Ki hiéu £ 1a bién doi Laplace
ctia ham 13y gia tri trong X xac dinh tren R*. Dat n(t) = f(¢, u(t), us) va
4p dung bién doi Laplace cho (2.1), (2.2) ta duge:

ALY — u(0) S e 4T = o AL + Ll ()
Khi do
(AT — A)L[u](A) = A u(0) + Y e XTI+ AL ().
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Vi vay
Llu](A) = X*'(A*T — A)~'u(0)
+ > e M N = A) T L 4+ AT (AT = A) T L)),

keA
v6i moi A thda man ReA > 0, \* € p(A) (tap giai cia A). Gia stt, S,(+) 1a
mot a-giai thitc sinh béi A, khi d6
Llu](N) = L[Sa](Nu(0) + > e M LIS (A I + LIS ] (N L[I(N). (2.4)
keA
Stt dung phép bién ddi Laplace nguge cho phuong trinh (2.4), thu duge

u(t) = Sa(t)u(0) + Z Salt — i) I (u(tr))

0<tp<t

-|-/0 Salt — 5) f(s,u(s), us)ds, t > 0. (2.5)

Nho (2.5), nghiém tich phan ctia bai toan (2.1)-(2.3) duge dinh nghia
nhu sau:

Dinh nghia 2.1. Ham u € PC(|—h,T|; X) dugc goi 1a mot nghiém tich
phan ciia bai toan (2.1)-(2.3) trén doan [—h, T] néu u(t) = p(t) — g(u)(1),
t € [—h,0] va

u(t) = Sa()]p(0) — g(w)(0)] + > Salt — ti)Iu(ulty))

O<tp<t
t
+ [ 8uft = 9)f(s.u(s), uds,
0
v6i moi t € (0,T].

Xét F : PC(|—h,T]; X) — PC(|—h,T]; X), xdc dinh béi

(

p(t) — g(u)(t), t € [—h,0],
F(u)(t) = { Salt)|(0) — g(u)(0)] + 2 St — ti) I (u(ty))
\ + fot So(t — 8)f(s,u(s),u,)ds,t € [0,T].

Khi d6, v 14 mot nghiém tich phan ciia (2.1)-(2.3) néu né 1a mot diém bat
dong cua todn ti nghiém JF.

St dung cac gia thiét vé tinh lien tuc cia f, g, I, va dinh 1i hoi tu troi
Lebesgue ta c6 F 1a mot anh xa lien tuc tréen PC([—h, T]; X). Sau day ta
chiing minh tinh nén ctia toan tit nghiém.
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Bo6 dé 2.1. Vdi cic gid thiét (A), (F), (G) va (I). Khi do

xpe(F (D)) < [(77 + Z ,uk> St +8 sup] /Otm(t7 s)ds] xre(D),

€[0T telo.T

vdi moi tap bi chan D C PC([—h,T); X), ¢ day S% = sup,o.1 [|Sa(t)]].

Chiing minh. Cho tap bi chan D C PC([—h,T]; X). Ta ¢
F(D)=Fi(D)+ F(D) + F3(D),

vOl

Lp(t) — g(u)(t), t e [=h,0];

(S St — ) L(u(ty), tel0,T),
fQ(u)(t) = { 0<ty<t

\O’
(/t So(t — 8) f(s,u(s),u,)ds, te€l0,T],
0,

Do tinh chat nita cong tinh dai s6 clia xpc, ta co
xre(F(D)) < xpe(Fi(D)) + xpe(Fa(D)) + xpe(F3(D)).

Lay z1, 20 € F1(D), ton tai uy,uy € D sao cho

() = <(5a(t)[90(0) — g(u,)(0)], tel0,7T],
\90(75) — g(uy)(1), t € [—h,0]
) = { SeO1p(0) = 9(uw) ()}, € [0.T)
\90(75) — g(u9) (1), t € [—h,0].
Suy ra
J24(t) — (1)) < {“Sa@)HHg(ul) —gw)le, te 0TI,
lg(u1) — g(u2)lle,, te[—h,0).
Do do6

|21 — 2allpe < S, [lg(wr) — glus)]le,
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luu ¥ rang S1 > 1. Diéu nay dan dén

xpe(Fi(D)) < Saxa(9(D)).
St dung gia thiét (G)(2), ta co

xre(Fi(D)) < 0SS xpe(D). (2.6)

V6i 21, 29 € Fo(D), c6 the tim dugc uy, uy € D, sao cho

la(t) = 2O = ) Salt = ti)[Le(ui(t) — Li(ua(t)].

0<tp<t

Vi thé
21 = 2llpe < ST ([ Te(un(tr) — In(ua(te)) |-

th[O,T]
Bat dang thic nay dan dén
xrc(Fa(D)) < S, Z X (I (D(t)))

tr€10,7

< Sy ) mux(D(t)

tr€10,7

< (Sg Z Mk)XPC(D)a (2.7)

tr€[0,1
theo gia thiét (I)(2).
Déi v6i F3(D), cho € > 0, ¢6 the chon duge day {u,} C D, dé

Xre(F3(D)) < 2xpe(Fa(iunt)) + € (2.8)

Nho gid thiét (A), ta thay rang ®(t,s) = S,(t — s) théa man (®1) — ($2)
trong Bo dé 1.3. Do do, F3({u,}) 1a tap dong lien tuc trong C([0, T]; X).
Diéu nay dan dén

xpe(Fs({uny)) = sup x(Fs({un})(t))

t€[0,7]

<2 sup [ (St = ) (5,00 (5), () s

te[0,7]

< 2 sup / m(t, s)[x({un(s)}) + sup x{un(s+7)})]ds

t€[0,7 [—h,0]

< 4dxpc({u,}) sup / m(t, s)

te[0,T)
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< 4xpc(D Sup/mts

te[0,T]

& day chiing toi st dung Ménh dé 1.5. Tt bat dang thitc (2.8), suy ra

vro(Fo(D)) < 8xpe(D) sup / mit, s) (2.9)

t€[0,T]

vi e > 0 bé tuy ¥.
Két hop (2.6), (2.7) va (2.9), ta ¢6

el (D) < 1T+ 57 3 8 s [t xne(D).

£, €[0,T] te[0,T
[]
Pinh 1i 2.1. Néu cdc gia thiét trong Bo dé 2.1 duoc théa man thi bai todn

(2.1)-(2.3) c6 it nhat mot nghiém tich phan trong PC(|—h,T|; X), vdi diéu
kién

<77+ Z /Lk)ST+8 Sup/mt3d3<1 (2.10)

tkE[OT] te|0,T

va
1

liminf—[<\IJ )+ Uy(r Z lk>ST

r—+oo T Yy (211)
+ W (2r) Sup/HS (t—s)||k(s )ds} <1,
t€]0,7]

¢ day ST da dugc cho trong Bo dé 2.1.

Chiing minh. Nho (2.10), stt dung Bo dé 2.1 ta thu duge tinh nén ctia toan
tt nghiem F theo do do xpe. Thuc vay, cho D C PC(|—h,T]; X) 1a mot
tap dong, bi chan théa man xpe(D) < xpe(F(D)). Khi d6, theo Bo deé
2.1, ta co
xpe(D) < xpe(F(D)) < Lxpe(D),
Vil
(= (77+ Z ,uk>ST—|—8 sup / m(t,s)ds < 1.
LT t€[0,7]

Diéu nay c¢6 nghia 1a xpe(D) = 0. Vi xpe 1a mot do do khong compact
chinh qui, nén D 14 mot tap compact tuong doi.
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Dé ap dung Dinh 1i 1.9, ta can chi ra rang ton tai R > 0 sao cho
F(Bgr) C Bg, ¢ day Bp la hinh cau dong trong PC(|—h,T]; X) tam tai 0
v6i ban kinh R.

Gia stt ngugc lai rang, ton tai day {v,} C PC(|—h,T]; X) sao cho ||v,||pc <
n nhung || F(v,)|lpc > n. Tt cong thic cia F, ta co

IF@)Olx < sup [1SaOI(I@le, + Tollvallne) + 3 1iloa))

te[0,T] tx€[0,T]

+ /Ot [Sa(t = )| f (s, vn(5), (vn)s)lds

< SE(Iglle, + To(m) + Y- b (lonte)l)

tr€[0,7

* /Ot 156t = )| k()W ([[on(s)]] + [[(vn)slle, ) ds

< Sg(”@”ch—i—\lf )+ Yr(n Z lk:)

tr€[0,T]

+0,(2n) /O 1., (t — )| k(s)ds.

Do do,
n < [|F@)lee < ST(Ilelle, + Tyn) + Ti(n) 3 1)
tr€[0,T]
+ 0, (2n) Sup/HS (t — )| k(s)ds
te[0,7
Nén

1 1[ .,
L< L IF @l < 3 [SE(Ielle, + Ton) + Wi(n) 3 1)

tx€[0,7

+T,(2n) Sup/ 15, (t — )| k(s )ds]

telo, T

Qua gi6i han bat dang cudi cting khi n — 400, ta thay mau thuin véi gia
thiét phan ching. O

2.3. TINH ON PINH NGHIEM

Nhiam nghién cttu tinh on dinh nghiém ctia bai toan (2.1)-(2.3), ching toi
xét khong gian ham
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PCy = {u € PC([—h,+00); X) : lim u(t) =0}

t——o00
v6i chuan
[u]loe = sup [Ju(t)],

>0
6 day PC(|—h,+00); X) duge dinh nghia tuong ty nhu PC(|—h,T]; X)
vl T' = +o0. Khi d6, PCy 14 mot khong gian Banach.
O phan nay, ta thay thé céc gid thiét (A), (F), (G) va (I) béi cac gia

thiét sau:

(Aa) A la todn ti quat kicu (w,0), w <0 va 0 <0 < 7(l —«a/2).

(Fa) f(-,v,w) do dugc véi méoi v € X,w € Cp, f(t,-,) lién tuc vdi hau
khip t € R, f(¢,0,0) =0, va ton tai k € L'(R"), dé

1t v, wi) = f(t va, wo) || < E(E)([Jor — v2f| + [Jwn — walle, ), t € R,
Yo, vy € X, wy, wy € Cy,.

(Ga) g la mot ham lién tuc théa man g(0) = 0 va ton tai so n khong am sao
cho
lg(w1) = g(ws)lle, < nllwr — wsllpe,
Vwy, we € PC([—h,T]; X), vdi moi T > 0.

(Ia) Cdc ham I, k € A lien tuc, I(0) = 0 va ton tai day {up}t, k € A sao

cho Y i < 400, va
keA

1ie(z) = L)l < pllx = yll, v6i moi z,y € X.
Dinh 1i 2.2. Gia si (Aa), (Fa), (Ga) va (Ia) thoa man. Khi do, bai toin
(2.1)-(2.3) ¢6 nghiem duy nhat u € PCy, vdi dieu kién

t
(0+ 3 1) S5 + zsup/ 15, (t — ) ||k(s)ds < 1. (2.12)
keA t20-J0
5 day 5 = sup Sa(1)]|
t>0

Chitng minh. Trong tinh hubng nay, dé ap dung dung nguyeén li anh xa co
ching toi sé chi ra rang toan tit nghiem F 1& anh xa tit PC, vao chinh no,
va chitng minh F 14 mot anh xa co. Nhac lai rang

(Sa(®)[(0) — g(@)(0)] + 3 Salt — ti) Iu(ulty))

Fu)(t) = 4 —I—fztlga(t — s)f(s,u(s),us)ds, t > 0,
\Sg(t) T g(u)(t), t € [_hv O]'
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Lay u € PCy, sao cho R = ||ul|sc > 0. Trudc hét, ta ching minh F(u) €
PCy, nghia la, F(u)(t) — 0, khi t — +oc0.
V6i € > 0 cho trude. Ton tai Ty > 0 dé

lu(®)]] <€Vt > T, (2.13)
lwelle, = sup JJu(t+7)]| <€Vt >T, + h. (2.14)
T€[—h,0]

Mat khac, tir gid thiét > p, < 400, ton tai Vy € N sao cho
keA

Khi do6, véi ¢ > 0
[F ()@ < [[Sa@®)([[lle, + llg(w)lle,)
+ > I1Salt = t) | 1 2k (ulty) |

k<Np

+ D 1Sa(t = )|l 1 T(u(t) |

k> Ny

o NEX T CRTORAIE
< 1.0 elle, + 1)
+ R Salt =t o + RS Y e

[ 10 = )1 KGs) Qo) + e s
= (1) + Ey(t) + By(t),
& day
Ei(t) = 15,0l (ell, +nR).
Eot) = R Y 19, = )l e+ RST 3

k<No k>N
i
Es(t) = /0 15a(t = s)|| k(s) ([lu(s) || + lluslle,)ds.
Theo Dinh 1i 1.4, ton tai 7, > 0 sao cho
15.(1)]| <€Vt > T

Vi vay
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Thém nita,
By(t) < (3 e+ S) Re, ¥t > T+t (2.16)
k<Np

D6i vGi Fs(t), khi t > Ty + h, ta c6

T1+h t
Bt) = ([ 4 [ )ISult = s K(s) Qhus)l + e, )
0 Ti+h
T+h t
< 23/ ||Sa(t—s)||k(s)ds+26/ 15, (t — )| k(s)ds.
0 Ti+h
nho cac danh gia (2.13)va (2.14). Do doé,
T+h t
Ey(t) < 2Re/ k:(s)ds+2€/ 1S, ( — 8)|| k(s)ds,
0 Ti+h
véi moi t > Ty + 17 + h. Stt dung (2.12), ta thay rang
t
2/ 15..(t — )| k(s)ds < 1.
Ti+h
Vi vay
Es(t) < (2R||k||zr @+ + 1)e, (2.17)
v6i moi t > Ty + T} + h. Két hop (2.15), (2.16) va (2.17), suy ra
| F(u) ()] < Ce,
vVt > maX{TQ -+ T1 -+ h, T2 -+ tNo}; G dﬁy
C = (L + )R+ (Y pu+ ST R+ 2R[k| sy + 1.
keA
Diéu nay ching t6 rang F(PCy) C PC,.
Bay gio, ta sé chiing minh F 1a mot anh xa co. Lay u, v € PCy, nho céc
gia thiét (Fa), (Ga) va (Ia), khi do
|F(u)(#) = F)®I < [1Sa®) lg(w) — g(v)]le,
+ Z [Sa(t = ti) || [[1e(u(tr)) — L(v(tr)]|

0<tp<t

¥ / Ia(t = )11 (5. u(s), 1) — f s, 0(s), )| ds

< Sallu = vl + (S D0 m)llu vl

0<tp<t
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+ (2 /Ot ISa(t = 5)]| K(s)ds ) — ).

Do vay
[F(u) = F(0)loo < L[ — v,

G day
t
[ = (n—i—Z,LLk)Sgo—l—qup/ 15, (t — s)|[k(s)ds < 1.
kel 20 J0
2.4. AP DUNG

Cho 2 C R" 14 mot mién bi chan véi bién tron 0f2. Xét hé sau:

O ) = /0 ) $)ds + k() (e ), u(z,t — h),

ot T(a—1)
(2.18)
a€ (1,2),t e R"\{tp, k€ A}z € Q,
u(x,t) =0, x € 00, t € RT, (2.19)
u(z, th) = u(x, ty) + Lz, u(z, tp), z € Q k € A, (2.20)
M
u(x,s) + Z cu(x, 7+ s) = p(s),s € [—h,0],z € Q, (2.21)
i=1
G day toan ti
n 2
Le = Z; a Ox;0x;

6 tinh chat .

Z aijgigj Z 9‘5’27 \V/S S Rn7

ij=1
v6i @ > 0. Dat X = L*(Q),A = L, va D(A) = H*(Q) N Hy(2). Khi do,
hé (2.18)-(2.21) 1a mot truong hgp riéng cia mo hinh tritu tuong (2.1)-(2.3)

vOl

ft,v,w)(x) = k) f(z,v(z), wz,—h)),v e X,we C([—h,0]; X),
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Ta biét rang, A 1a mot toan t1r quat va né sinh ra mot nita nhém giai tich
trong X (xem [61]). Hon nita, c6 thée kiém tra dugc A 1a mot toan tit quat
kieu (A,0) 6 day A; < 0 1a gia tri rieng dau tien cta A.

Gia st rang k € L'(RT) va F:OxRxR—= R, sao cho
[z, y1,21) = f(@, 00, 2)] < w(@)(lyr — ol + 121 — 2)), 5 € X,
Vo € Q,y1, Yy, 21, 20 € R. Khi d6, ta c6
1f (s v, wi) = f(E 02, wa) || < E@)][R]|([[or — o

+ llwi(, =h) = wa(-, =R)])
< k@)[[&[[(fvr = voll + [Jwr = wsle,),

VUl,UQGX wl,wQECh.
Cho 1, : xR =R,k e A laham théa man

|jk(ﬂ7,yl) — jk(557y2)| < lp(z)ly1 — yo|, b € X,
Vo € Q,y;,y, € R. Suy ra
[ e (v1) = L () || < || Nlvr = vall, Vor, v € X

D6i v6i ham khong cuc bo g, ro rang

M
lg(u) = g(w)le, < (D &) llws = wllpe,

1=1
véi moi uy, uy € PC([—h,T]; X),VT > 0.

Dudi cac thiét lap trén, ap dung Dinh 11 2.2, ta thay bai toan (2.18)-(2.21)
c6 duy nhat nghiém tich phan trén PC,, véi dieu kién

(Zcz+Z||€ku)soo+2umusup/ ISut = 8)l(s)ds < 1.

kel

Két luan Chuong 2

Trong chuong nay, ching t6i nghién cttu phuong trinh tan xa-séng nua
tuyén tinh chita xung va tré hitu han trong khong gian Banach. Cac két
qué dat dugc bao gom:

1) Chitng minh dudc sy ton tai nghiém toan cuc déi véi bai toan (Dinh
I 2.1).
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2) Chitng minh duge tinh on dinh clia nghiém ddi véi bai toan (2.1)-(2.3)
(Dinh 1i 2.2).

3) Bai toan minh hoa cho cac két qua li thuyét duge dua ra 6 Muc 2.4.

Dé chitng minh su ton tai nghiém toan cuc ching téi st dung cac diéu
kién veé do do khong compact. Luu ¥ rang, dieu kién vé do do khong compact
1a mot su cai tién cua dieu kién Lipschitz. Vé phuong dién ki thuat, sy xuat
hién ctia diéu kién khong cuc bo va diéu kién xung lam cho viéc chi ra su
ton tai hinh cau bat bién déi v6i toan tit nghiém 1& tuong doéi khé. Hon
nita, dieu kién xung con anh hudng dén viéc danh gia toc do phan ra cia
nghiem. Cac két qua dat dudce trong chuong nay téong quat hon so véi cac
két qua da cong bo trong [1, 15, 16].
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Chuong 3

TINH ON DINH TIEM CAN YEU CUA NGHIEM
BAO HAM THUC VI PHAN DANG TAN XA-SONG VOI TRE VO HAN

Chuong nay nghién cttu bai toan Cauchy véi bao ham thitc vi tich phan
dang tan xa-séng chira tré vo han. Dya trén dang diéu ciia toan tit giai thic
sinh bdi phan tuyén tinh, ching toi thiét 1ap cac udc luong cho nghiém cua
bai toan. Két qua ve tinh én dinh yéu ctia nghiém khong, dudgc ching minh
trong truong hop toan ti giai thitc on dinh tiém can.

Noi dung ctia chuong nay dua trén bai bdo s6 2 trong Danh muc cong
trinh khoa hoc ciia tac gia lien quan dén luan an.

3.1. DAT BAI TOAN

Xét bal toan

d(t) € /0 t (lf(; S_)a; Au(s)ds + F(t,u),t > 0, (3.1)
uy = p € B, (3.2)

trong d6 ham chua biét u nhan gia tri trong khong gian Banach (X, || - |),
A 1a toan tl tuyén tinh déng va khong bi chan, F' 14 mot anh xa da tri xac
dinh trén R™ x B, B 1a khong gian pha dugc dinh nghia trong Chuong 1.
O day o € (1,2) va u, 1a qua khit cia ham trang thai cho t6i thoi diém ¢,
nghia 1a w;(s) = u(t +s),s < 0.

3.2. SU TON TAI NGHIEM BI CHAN MU

Gia st g : RT — [1, 4+00) 1a mot ham lién tuc va khong gidm. Trong muc
nay, ta gia thiét:

(A*) A la toan tit quat kidu (w,0) véiw > 0va 0 < 6 < m(1 — a/2), sao
cho a-giai thitc S,(+) sinh bsi A 1a lien tuc theo chuan.

(B¥) B la khong gian pha trong Dinh nghia 1.26, véi K va % 14 cac ham bi
chan deéu.
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(F*) Anh xa da tri F': R* x B — Kov(X) théa mén:

(1) v6i ¢ € B anh xa da tri F'(-,¢) : R" — Kv(X) ¢6 mot ham chon
do dugc manh dia phuong, nghia 1a v6i mdi T > 0 c6 thée tim dugc
mot ham do duge manh f: [0,7] — X sao cho f(t) € F(t, ) voi
hau khap t € [0, 7T7;

(2) v6i hau khdp t € R, anh xa da tri F'(¢,-) : B — Kv(X) 1a ntta
lién tuc trén;

(3) ton tai cic ham khong am m, p sao cho m, ],?) € L*(R"), va véi moi
Y € B, ta co

[E(t, )| := sup{[[¢]l : € € F(E,4)} < m(t)|¢|s + p(t)
v6i hau khap t € RT;
(4) ton tai ham k € L*(R™") sao cho, v6i moi tap bi chan D C B ta
c6 X(F(t, D)) < k(t)sup x(D(s)) v6i hau khap t € R*.
s<0
Stt dung bat dang thiic (1.4), do gia thiét (A), ta co

1S, < C(1 + wi®)e™ Wt > 0.

Xét khong gian ham

oy — ) 1 A8
C,(R™; X) ={u e C([0, +00); X) .tgﬁnm@—()} (3.3)
v6i chuan lu(®)]
felly =500 7oy

Dé thay rang C,(R"; X)) 1a mot khong gian Banach. Sau day, ta dinh
nghia mot do do khong compact trén khong gian nay. St dung toan tu
mr : Cy(RT; X)) — C([0,T]; X) dinh nghia béi mp(u) = uljp . Cho 2 1a
mot tap bi chan trong C,(R"; X). Dat

Xoo(§2) = Sup wr(mr(§2)) + Sup modrz(mr(£2)), (3.4)
— lim supsu M

B = BRI o) 59

X () = Xoo(2) + dse(£2), (3.6)

& d6 wyr va mody duge cho béi (1.5) va (1.6) tuong ttng. C6 the kiem tra
TANE Yoo, doo VA X* 12 cidc do do khong compact don diéu, khong suy bién
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tren C,(R*; X). Bo dé sau dua ra mot diéu kién du cho tinh compact ctia
mot tap bi chan trong C,(R*; X).

Bo dé 3.1. Cho Q C C,(R"; X) la mot tap bi chan sao cho x*(2) = 0.
Khi dé, Q la compact tuong doi trong C,(R*; X).

Chitng minh. V6i € > 0 cho trude. Tt dang thiic duo (2) = 0, ta c6 thé chon
T > 0 sao cho

u(t) H €
—ll < =, Vt >T,Vu € (). 3.7
gl 3 &7)

Lay {u,} 1a mot day trong §2. Khi d6, o ({u,}) = 0, nghia la

wr(mr({u,})) = modr(mr({u,})) =0,

v1 thé {u,|pm} c6 mot day con hoi tu trong C'(]0,T]; X) (vAn danh s6 béi
n). Do do, ton tai N(€) € N, sao cho

sup |[un(t) — un(t)|| < =, Yn,m > N(e).
te[0,T] 3

Theo do

su tn(t) _ () S Vn.m €
te[O,I;”] g(t) g t) H = 3 v,m 2 N( ) (38)
Két hop (3.7)-(3.8), ta ¢
- Un(t)  un(?) - Un(t)  un(?) - un(t)  un(?)
o |l g(t) — g(t) H = o | 9(8)  g(t) TR T e H
o un(t)  un(f) o Un(t)
ain A PO RO N I ) H
+ sup um(t) H
e>1 || g(t)
S § + g + g = €,

v6i moi n,m > N(€). Do d6, {u,} 1a mot day Cauchy trong C,(R*; X).
Bo6 dé dugc ching minh. ]

Trong phan nay, ta xét khong gian C,(R*; X) vé6i g(t) = €’ va 5 > wa .

V6i cac thiét 1ap nay, ta co

EAG]
t—+00 g(t)

— 0, (3.9)

do Dinh Ii 1.4,
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Véi ¢ € B, ta dinh nghia khong gian
Copo = {u € Cy(R™; X) : u(0) = 0(0)}.

Ta c6, C,, 1a mot khong gian con dong cua C,(R*; X). Véi moéi v € C
ta dinh nghia ham v[p] : R — X nhu sau

g9,

o(t), —oo<t<0,
v(t), t>0.

RO rang

e(t+0), —oo<b<—t,
v(t+0), 6e[-t0.
Véiv € C,,, dat

Pr(v) = {f € Li,(R"; X) : f(t) € F(t,0]p];) v6i hin khip t € R'}.

loc

Sit dung gia thiét (F*)(1)-(F*)(3) va cac lap luan tuong tu trong [29], ta c6
Pr(v) # 0 véi mdi v € C, ,, nghia la anh xa da tri Pr hoan toan xac dinh.

Lap luan tuong tu Dinh nghia 2.1, ta dwa ra dinh nghia nghiém tich phan
ctia bai toan (3.1)-(3.2) nhu sau:
Dinh nghia 3.1. Cho truéec ¢ € B. Ham lién tuc v : R — X dudgc goi 1a
nghiém tich phan ctia bai toan (3.1)-(3.2), néu ton tai f € Pp(u|g+), sao
cho

Uu p—
So(t)p(0) + [i Sa(t — 8)f(s)ds, t>0.

Cho T > 0, xét toan td W : L'(0,T; X) — C([0,T]; X), cho béi
t
W(F)(t) = / S.(t — 5) f(s)ds, véi | € LMJ: X). (3.10)
0

Ta c6 tinh chat sau doi véi W.

Meénh dé 3.1. Gid si S,(-) lién tuc theo chuan, nghia la dnh za t —
So(t) lien tuc trén (0, 4+00). Khi dé, toan tt VW dinh nghia bdi (3.10) bién
mot tap bi chan tich phan trong L*(0,T; X) thanh tap dong lién tuc trong
C([0,T]; X). Névw{f,} € L'(0,T; X) la diay nia compact thh {W(f,)} la
mot tdp compact tuong doi trong C([0,T]; X). Hon nita, néu f, — f trong
LY0,T; X) thh W(f,) = W(f) trong C([0,T]; X).
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Chiing minh. Toan tu
O(t,s) = S,(t — s)

théa man cac gia thiét ctia Bo dé 1.3. Do d6, v6i méi tap bi chin tich phan
Q C LY0,T; X), W(Q2) 1a tap dong liéen tuc. Phan con lai chitng minh
tuong tu [40, Dinh 11 5.1.1]. ]

Xét toan tu da tri

F:C,, —P(C,,),
F(v)(t) = Sa(t)p(0) + {/o So(t—s)f(s)ds: [ € Pp(v)} (3.11)

Ro6 rang ring néu v la mot diem bat dong ctia F thi v[p] 14 mot nghiem
tich phan cia (3.1)-(3.2). Ta goi F la toan tit nghiém cia (3.1)-(3.2).

Theo cong thitc clia toan ti W cho béi (3.10), F c6 thé viét lai thanh
F(v) = S.(-)p(0) + W o Pr(v).
Dé chiing minh tinh déng ctia toan tit F, ta can tinh chat sau ctia Pp.

Bb dé 3.2. Gid sit gid thiét (F*) théa man. Néu {v,} C C,., vdi v, — v*
va fr € Pr(vp) thh fr, = f* trong L} (R": X) vdi f* € Pr(v*).

loc

Chitng minh. Cho {v;} C C,, sao cho vy = v*, fi € Pr(vy). Ta thiy rang
{fr(®)} C C(t) .= F(t,{ve|pl:}), va C(t) 1a mot tap compact v6i hau khap
t € RT. Cho truée T > 0, nhy gia thiét (F*)(3), ta thay ring {filjr} bi
chan tich phan. Do d6, theo [21, He qua 3.3], { fi} 1& day compact yéu trong
LY0,T; X). Vi vay, c6 thé gid st rang f, — f* € L'(0,T; X). Theo Bo
dé Mazur [24], ton tai day f, € co{f; : i > k} sao cho f, — f' trong
L'(0,T; X), va do d6 fi.(t) — f*(t) v6i hau khdp t € [0, T]. Vi F ¢6 gia
tri compact, nén F'(t, ) nita lién tuc trén nghia 1a véi € > 0,

F(t,velple) € F(t,0"[gle) + B

v6i moi k du 16n, 6 day B, ki hiéu cho hinh cau trong X ban kinh € va tam

la gbc toa do. Vi vay,

filt) € F(t,v"[¢ls) + B,

véi hau khap ¢t € [0,7]. Do tinh 16i cia F(t,v*[¢];) + B., ta ¢6 phat
bieu tuong tu cho fi,(t). Cho nen, f1*(t) € F(t,v*[p];) + B. véi hau khap
t € [0,T]. Do € la tuy ¥, ta co f*(t) € F(t,v*[p];) v6i hau khdp t € [0, T].
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Lap lai 1ap luan trén véi t € [(n — 1)T,nT|,n = 1,2, ... ta thay rang
fr = f™trong L'((n—1)T,nT; X) va f™(t) € F(t,v*[¢],) v6i hau khap
t € [(n —1)T,nT]. Dinh nghia ham f* € L; (R*; X) nhu sau

loc
Fo(t) = f(t) néu t € [(n — 1)T, nT),

ta c6 duce két luan cua Bo dé. ]

Nho Bo dé 3.2, ta c6 két qua sau lien quan dén tinh déng cia toan tu
nghiem F.

B6 dé 3.3. Vdi gid thiét (A%) va (F*), F la todn ti déng.

Chiing minh. Cho {v,} C C,,,v, = v*, 2, € F(v,) va z, = z*. Ta can
ching minh rang z* € F(v*). That vay, lay f, € Pr(v,) sao cho

2n(t) = Sa(t)p(0) + W(fa)(#), >0, (3.12)

v6i toan tit WW duge dinh nghia béi (3.10). Theo Bo dé 3.2, ta c6 thé gia sit
rang f, — f* € L (R*; X) va f* € Pp(v*). Ngoai ra, cho ¢t € [0, T], khi
d6 { fulpr} 1a day nita compact. Tt Menh dé 3.1, ta ¢c6 W(f,) = W(f*)
trong C([0,7T]; X). Dac biet, W(f,)(t) — W(f*)(t). Do do tix (3.12) suy
ra

(1) = Su(t)e0) + W),
voi f* € Pr(v'). Vivay, 2* € F(v").

[

Xét do do khong compact wy dinh nghia béi (1.5), chon L > 0 sao cho
t
4sup / e M9 ||S, (¢ — ) ||k(s)ds < 1.

t>0 JO

B6 dé 3.4. Gid st cic gid thiét (A%), (BY) va (FY) théa man. Khi dé, todn
tw nghiém F la x*-nén.

Chiing minh. Cho £ C C,, la mot tap bi chan. Ta sé chi ra rang néu
X (F(2)) > x*(£2) thi © 1a tap compact tuong doi. Dat Qp = mp(2) va
Or = 7 (F(€2)). Khi d6, theo cong thiic cia F, ta co
t
X(©r(1) = x (Su(00(0) + [ 8.t = 5)Pr((s)ds )
t
<x ([ st = sPr(s)ds )
0
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'
<4 [ X(Sult = 5)Pe(@(5)) s (3.13)
0
theo Ménh dé 1.5. Stt dung gia thiét (F*)(4), ta c6

X (Sa(t = s)Pr(Q)(s)) < 1Sa(t — )|l x (F(s, Qe]s))
< [|Sa(t = s)[|k(s) sup x (Q2[p](s + 0))

o 0<0

< [|Sa(t — 8)||k(s) sup x (Q(r)),

0<r<s

v6i cha 7 Qpl(s +0) = {p(s+0)} v6i 6 < —s, 1a tap don tri. Stt dung
bat dang thic cudi cling trong (3.13), ta co

e”"x(Or(t))

VAN

4 /0 L5 (¢ — 5)|[K(s)e sup x () ds

0<r<s

t
<4 [ ISt = $)h(s) sup eV () ds
0 0<r<s
t
< (4/ e LS (t — s)||k(s)ds> wr(Q7).
0
Do do6
t
wr(B7) < (4 sup/ e M8 (t — S)Hk(s)ds) wr(Qr). (3.14)
t>0 Jo

Mat khac, ta c¢6 the viét
Or = [Sa(")(0) + W(Pr(2))l1 -

Nho gia thiét (F*)(3), ta c6 Pr(Q)]j0.77 1 tap bi chan tich phan. Nen theo
Meénh dé 3.1, W(Pr(2)) |01 1a tap dong lien tuc. Diéu nay suy ra ©r cing
la tap dong lién tuc. Néi cach khac, ta cé

Két hop (3.14) va (3.15), ta c6

Xoo(F(€2)) = supw(Or) + sup modr(Or)

>0 >0

t
< (4 Sup/ e LS (t — s)||k(3)d5> sup wr(7)
0

t>0 7>0

< (4 Sup /Ot e M=) S (t — S)Hk(s)ds) X (92).  (3.16)

t>0
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Bay gio ta can udc luong do (F(2)). Cho z € F(Q), ta c6 the lay v € Q
va f € Pp(v), sao cho

z(t) = S, (t)(0) + /Ot St —s)f(s)ds

Cho ||v||, < R. Khi d6

= IS0y L S
O < B ooy + = [t - 9l sl
HS()H IIS (t=s)l| (mls), P(s)Y .
o) 1PN / ot ) <g<s> Vel + 203 )
(3.17)
Véi s > 0, ta co
1 v @ sup ||v(r M(s)
(57 1Pkl = gy b I gy
Do el Ms)
R I Ol
< K R+ Mg\gz)]lg, (3.18)
6 day Ko = sup,-, K (s), M, = sup, %j)).
Cho € > 0, do gia thiét (F*)(3), ton tai T} > 0, sao cho
/Tl g(S)d =

(3.19)

t

m(s)ds < e, Vt > 1.

T

Vi “Sa(t — 0 khi t — 400, nén c6 thé tim duse D,, T, > 0, sao cho

) = - (3.20)

Do d6, theo (3.17)-(3.20), v6i moi t > 17 + 15 thi

=00 o0y + / XD [(K R+ M,|ols)m(s) + Q}

9(0) gt —5) B
St — )] p(s)
= [(KOOR+M9\¢|B>m<> @]d
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P
< el p(0)]] + € | (KR + My |pl)llmll e + H—

g

Ll(R+)]

+ €D (KR + M,|pls + 1).

Ta vira chi ra rang véi € > 0, ton tai C*,T > 0, sao cho

12(t)]| CC e VST
g(t)

véi moi z € F(£2). Dieu nay c¢6 nghia la

deo(F(Q)) = lim sup sup =)l = 0. (3.21)

T=+400 e F(Q) t>T g(t)

Két hop (3.16) va (3.21), ta c6

CE@) < (4sup [ e HOS (0= ) k()5 ) xal)

>0
</l-x*(Q),
vOl1

t
(= 4sup/ e M ||S (¢ — s)||k(s)ds < 1.
0

>0
Mit khae, vi x*(Q) < x*(F(€2)) nén
X'(Q) < xXN(F(Q) < £-x(Q),
suy ra x*(©2) = 0. Vay € 1a compact tuong ddi, theo Bo dé 3.1. O
Két qua chinh ctia phan nay ducgc trinh bay trong dinh 1i sau.

Dinh 1i 3.1. Néu cdic gid thiét (A%, (B*) va (F*) duoc théa man va

sup/ |5 tt_—ss ” K(s)m(s)ds < 1 (3.22)

£>0
o ()]
thi bai todn (3.1)-(3.2) co it nhat mot nghiém tich phan théa man =

t
o(1) khit — +o0. )

Chitng minh. Chung ta sé chi ra rang, toan tit nghiem F c6 diém bat dong
trong C, . R6 rang F(v) 161 véi méi v € C, ,, do tinh 16i ctia Pr(v). Mat
khac, theo chiing minh trong Bo dé 3.4, ta c¢6

X' (F(v) <€-x"({v}) =0.
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Do do, F(v) la tap compact tuong déi. Vi F 1a toan tit dong nén F(v) 1a
compact. Nghia 1a, F c6 gia tri 16i, compact. Theo Dinh 1i 1.7, Bo dé 3.3 va
Bo dé 3.4, ta con phai chiing minh rang F(Br) C By véi R > 0 nao do, &
day By 1a hinh cau déng tam tai gbc toa do va ban kinh R. Gia st ngudc
lai réng, v6i moéi n € N ton tai v, € C,,, ||v.]l, < n sao cho ||z,||, > n,
zn € F(v,). Lay f, € Pr(v,), sao cho

(1) = Su(000(0) + [ Sult = )1 (5)ds

St dung cac uéc hrdng tuong tu nhu trong ching minh ctia Bo dé 3.4, ta cé

[EXGINEAC 1.t = 5)|| (mls) p(s)\ -
S I st Cgooteblst 5iy) s
ﬁvnms\g < nK(s) + Mylels, ¥t,5 > 0
Vay
”Z" /”S ’5_5 K (s)m(s)ds + Q(t), (3.23)
g do
ERO] [Satt =)l
o) = Lo+ apole [ 1=
1St = 5)ll p(s)
/ g(t —s) (s)dS’
bi chan deu, theo (3.9) vam, £ € L'(R"). T (3.23), ta c6
1 [l YISt — 5)] 1
PR e SRS ) eI

Qua gi6i han bat dang thic cudi cting khi n — 400, ta thu duge bat dang
thitc mau thuan véi (3.22). O

3.3. KET QUA VE TiNH ON DINH TIEM CAN YEU

Trong muc nay, ta xét truong hgp A 1a toan ti quat kicu (w, 0) véi w < 0
va 0 < 0 < m(1 — «/2), nghia la a-giai thitc S,(-) 1a on dinh tiém can:

¢ >0, (3.24)

O < 77—, VE2>
15001 < T ¥

theo Dinh 1i 1.4.
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Ta thiy rang, bang cach chon ¢ = 1 vA tién hanh tuong ty nhu ching
minh Dinh 1i 3.1, ta c¢6 thé ching minh dugc su ton tai nghiém ctia bai toan
(3.1)-(3.2) va suy ra tinh on dinh tiém can yéu ctia nghiém khong. Cu the
la, ta xét toan tit nghiém JF trén khong gian

BCy, = {v € C([0,+00); X) : v(0) = ¢(0), lim [lv(t)|| = 0F,

t—>+00

v6i chuan

[0l = sup [lo(@)]].
£>0

Trong tinh hudng nay, cac gia thiét (A?), (BY) va (F?) dugc thay thé béi

cac gid thiét sau.
(A%) A la toan tit quat kidu (w,0) véiw < 0va 0 < 0 < 7(1 — a/2), sao

cho a-giai thic S,(+) sinh bdi A 1a lién tuc theo chuan.

(Bi) Khong gian pha B cho trong Dinh nghia 1.26, véi ham K bi chan déu
va M théa man M (t) = o(1) khi t — +o0.

(F*) Anh xa da tri F': R* x B — Kv(X) thoa man:

(1) v6i » € B anh xa da tri F(-,¢) : Rt — Kv(X) ¢6 mot ham
chon do dugc manh dia phuong, nghia 1a vé6i méi T > 0 ta ¢6
thé tim dugc mot ham do duge manh f : [0,7] — X, sao cho
f(t) € F(t,) voi hau khap t € [0, T7;

(2) v6i hau khap ¢t € RT anh xa da tri F'(¢,:) : B — Kv(X) la ntta
lién tuc trén trén B;

(3) ton tai ham m € L'(R™), sao cho v6i moi ¢ € B, ta c6

[F@, )| == sup{[|€]| : € € F(t,¥)} <m(t)|]s,
v6i hau khap t € RT;
(4) ton tai ham k € L*(R"), sao cho v6i moi tap bi chan D C B, ta
c6 x(F(t, D)) < k(t) s;ig)x(D(s)) v6i hau khap ¢ € R™.

Dinh Ii sau la mot hé qua cta Dinh 11 3.1.
Dinh 1i 3.2. Gid sit cic gid thiét (A?), (BY) va (FY) théa man. Vi diu
kién
—Sup/ 1S.(t — s)||K(s)m(s)ds < 1, (3.25)
>0
thi nghiém khong ctia bai todn (3.1)-(3.2) la on dinh tiem can yéu.
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Chitng minh. Ki hieu X(¢) 1a tap nghiém cta (3.1) v6i dieéu kién ban dau
¢. Theo Dinh 1 3.1, ta c¢6 X(p) # 0 va c6 the tim duge z € X(¢p), sao cho
1z(t)|| = o(1) khi t — +oo. Tir gia thiét (F*)(3) ta thdy ring u = 0 1a
mot nghiém cia (3.1).

Truée tién, ta ching t6 ring nghiem v = 0 14 6n dinh, nghia la véie > 0,
ton tai 0 > 0 sao cho véi |p|g < 0, ta c6 |z|g < €, 2 € X(p). Thuc vay,
v6i 2z € (), ta c6 the lay f € Pr(z|g+) sao cho

2(t) = /S (t—s)f(s)ds,t > 0.
Sau d6, véi gia thiét (F*)(3) va (B3)-(B4) trong Dinh nghia 1.26, ta c6
[2(®)] < Clle(0)] +/O 156t = s)l[m(s)] 2| sds

< Colpls+ [ 115.(¢ = 5)m(s)K (s) sup [12(r)]ds

rel0,s]

[ 1.0 = 5)lm(s) M (5l

G do
—Sup/ 1S, (t — )| M (s)m(s)ds < +oo.

£>0
Udc lugng (3.26) suy ra

Co+ Ty
sup (1) < SEE Tl 3.27)

t>0

Vay, v6i moi t > 0 thi
|2els < K () sup [[z(r)]| + M(t)|e|s

rel0,t]
< Kesup () + Malels

Koo(Co+Ty)
- 1 — A,

6 day Ko = sup,.q K (t) va M., = sup,., M (t). Dieu nay dam béo tinh

on dinh ctia nghiem khong.

Tiép theo, ta ching minh nghiém khong 1a hat yéu. Lay z € X(p), sao
cho ||z(t)|| = o(1) khi ¢ — 400, ta can ching t6 rang |z|s — 0 khi
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t — 4o00. Lai dung (B3) trong Dinh nghia 1.26, v6i 0 = 3, ta ¢6

t t
ala <K (5 ) sup 120+ M (5) Iyl

re[%,t]

13
27

t\ | Ko(Co+ Yo
< Koosup ||z(r)|| + M (5) [ (1 0 )+Moo |z, (3.29)
’I‘Z% T o0

nhd vao (3.28). Cho € > 0, theo (B), ton tai T > 0 sao cho [|z(7)|| < € va
M (r) < e v6i moi r > T. Do d6, bat dang thitc (3.29) cho ta thiy ring,
vl moi t > 27 thi

2|5 < Ce,
& do )
O = Ko + [K“(lc_@X:“) + Moo] 0|5
Vi e > 0 bé tuy ¥, ta c6 dieu phai chitng minh. O

3.4. AP DUNG

Cho 2 1a mién bi chan trong RY véi bién tron 0€). Xét phuong trinh dao

ham riéng sau

9 Eyp o oya—2
8_?(75’:6) = /0 (lf(ozs—) 0 Ayu(s,x)ds + f(t,z),t >0,z € Q, (3.30)

6 d6 a € (1,2), ham v théa man diéu kieén bién
u(t,z) =0,x € 0t > 0, (3.31)
va diéu kién ban dau
u(t,z) = p(t,z),z € Q,t <0; (3.32)

ham f rang buodc béi

0
ft.a) e vlto) [ [ vlb.p) [lult +0,9)), folult + 6,))]dyds,
o (3.33)
6day [fi, fol ={tfi+ (1 —7)fy: 7 €[0,1]}.
Xét A=A v6i D(A) = H*(Q)N Hy (), khi d6 tap gidi ciia A, p(A) C
C\(=00, ~\i], 6 d6 Ay = inf{[[ Va2, © [[ullzz@) = 1} Vay A la toan
tir quat kieu (—Aq,0) véi 6 € (0, %) bat k.
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Cho X = L?*(Q). Dé c¢6 dugc a-giai thitc S,(-), ta xét hé tuyén tinh

ou Pt —s)*?

a(t,x) = /o Cla—1) Ayu(s,z)ds, x € Q,t >0, (3.34)
u(t,z) =0, x € 0Q,t > 0, (3.35)
u(0,z) = up(x), x € €, (3.36)

6 d6 ug € X. Tich phan hai vé (3.34), ta dugc

u(t, r) = /Ot U ;(S)aleu(s, x)ds + ug(x).

a)

Diéu nay nghia 1a

o u(t, x) = Ayu(t, x), (3.37)
u(t,z) =0, x € 0t > 0, (3.38)
u(0, ) = up(x), g (0,x) =0, (3.39)

6 day 0" 1a dao ham phan thit theo nghia Caputo véi bac a € (1,2) ting
v6i t. RO rang, nghiém cia bai toan (3.37)-(3.39) dugc cho béi
u(t,x) = Se(t)ue(x).

Duya vao [69, Dinh 1i 2.3], ta thay rang S,(-) kha vi trén (0, +00) va

v6i O, 1a mot hing s6 duong. Dac biet, S,(+) 1a lien tuc theo chuan. Vay
gia thiét (A?) duge dap tng.

Xét khong gian pha B = CL? (xem Vi du 1.7) véi g(0) = e, & day ntra
chuan trong B dugc cho béi

< Ot Yug||, t >0,

N[

wla= s Jw @)y + ([ u@)ido) |

—r<6<0 00

v6i r = —=In(1 — h). Nho cong thic (1.15) va (1.16), ta c6

i {1 0<t<r
(t) = 1+ Lehr —eht >
\/E ) )

max {e_%ht, 1+ \/e_hhr(l — eht)} , 0t <,
ezt t>.
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Ta thay ring K (t) = O(1), M(t) = o(1) khi t — +o00, va do dé (BF) thoa

marll.

Ta sé& chi ra rang hé (3.30)-(3.33) 1a on dinh tiém can yéu v6i mot thiét
lap thich hgp déi v6i phan phi tuyén. Cu thé, gitt st rang

(N1) be L{R*; 12(Q)):
(N2) fi1, fo : R = R la lién tuc va théa man
£ < Clal, vz € B,
véi Cr > 0 nao do;
(N3) v : (—00,0] x 2 — R la ham lién tuc, sao cho
v(0,y)| < Ce" vy e Q,0<0,
G6day h € (0,1) va C, > 0.

Cho F : R* x B — P(X) la anh xa da tri, dinh nghia bdi

F(t.w)(a) = b(t2) [ [ v(0.9)[fi(w(b.9). L(w(0,9)]dyas.

Khi d6 ta thay rang, véi moi 7 € [0, 1] ham s

ft.a) =bta) [ o0 [FAiw(O.) + (1= 7)fa(w(0.9)] dyd

14 mot ham chon kha tich ciia F(¢,w). Gia thiét (F*)(1) dugc thoa man.

Bay gio, véi moi tap bi chan W C B, F(t, W) C span{b(t, -)}, 1a khong
gian con mot chieu cta L*(§2). Thém nita, nho (N2), F(¢, W) cling 1a tap
bi chan va compact tuong doéi. Do do

X(F(t,W)) =0,

va gia thiét (F*)(4) théa man véi k = 0. Dic biet, F(t,w) 1a compact
tuong doi véi moéi w € B. Nho tinh lien tuc cta fi, f5 va Dinh 1f hoi tu troi
Lebesgue, ta c6 thé kiem tra tinh déng cta F(t,-). Do d6, F(t,-) c6 gia
tri compact va nita lién tuc trén theo [40, Dinh li 1.1.12]. Gia thiét (F*)(2)

duge thoa man.

Déi v6i gia thiét (F)(3), ta c6 ude lugng sau

0 2
Pt < ciepe P ([ e [ fuw(e.yldyas)
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1 0 ?
< il [ ( [ we.way) as
—00 Q

1 2,72 2 ’ h0 2
< 5 C,Chu(Q)]|b(t, )H/ 1w (8, -)[|"d6

= @bt H2(/ /)Wuw )|Pdo

< hCQC?u( oGt (Tl + [ @, )] as)

—o0

< 2t |

nho bat dang thic Holder va r = —+1In(l — h), ¢ day p(Q) 1a do do
Lebesgue cua 2. Khi dé

1@, )| < —C O () [[0(E, )|l [w] -

Nhu vay, gia thiét (F*)(3) duge théa man véi m(t) = = Z=C,Cr/ p(Q)[]b(2,

Cudi cling, néu ta gia sit them rang b(t, x) = b (t )bQ( )véib, € L'(RY), b2 €
L*(Q) thi
16CE, )| = b1 ()]l

va ta c6 thé kiém tra diéu kien (3.25) nhu sau

" CoKool|ba][D1(s)
A, < ds < CoK||b2|| |01 ]| 1 m+),
<sup [ SRS s < Co [l e

6 d6 Cy = -=CC,Cy+/p(), nh vao (1.4). Do d6, (3.25)-(3.26) thoa man
v6i [[ o [1B1 [ 22y nho,

Két luan Chuong 3

Trong chuong nay, ching t6i nghién cttu 16p bao ham thic vi phan dang
tan xa-song véi tré vo han. Cac két qua dat dude bao gom:

1) Chiing minh dugce sy ton tai nghiém tich phan (Dinh 1i 3.1).

2) Chitng minh dudc tinh 6n dinh tiém can yéu ctia nghiém tam thuong
(Dinh 1f 3.2)

3) Cudi cung, ching toi ap dung két qua thu duge cho 16p phuong trinh
dao ham riéng da tri 6 Muc 3.4.

Chiing toi nghién citu tinh 6n dinh tiém can yéu ctia nghiém khéng cho
bao ham thtc vi tich phan nita tuyén tinh véi tré vo han bang cach st dung

65



cac udc luong do do khong compact. Vé mit ki thuat, viec xay dung do do
x* dé xéc dinh mot tieu chuan compact trén khong gian C, déng vai tro
quan trong. Két qua nghién citu trong chuong nay la két qua dau tién ve
tinh on dinh tiém can yéu ctia nghiém khong déi v6i bao ham thic vi tich
phan dang (3.1) véi tré vo han.

66



Chuong 4

TINH HUT TRONG THOI GIAN HUU HAN CUA NGHIEM
PHUONG TRINH SONG PHAN THU CO TRONG

Trong chuong nay, ching toi chting minh su ton tai va tinh hat trong thoi
gian hitu han ciia nghiém doéi véi phuong trinh séng phan thit cé trong nia
tuyén tinh v6i toan tit quat va phan phi tuyén tang truéng trén tuyén tinh.
Van dé néu trén dugc nghién ctu dya trén 1i thuyét vé a-giai thic, dinh 1
diém bat dong cho anh xa nén va cac udc luong cuc bo ctiia nghiem. Cudi
cling 14 mot tng dung cho moét 16p phuong trinh dao ham riéng cu the.

Noi dung ctia chuong nay dya trén cong trinh s6 3 (dang tién an pham)
trong Danh muc cong trinh khoa hoc ciia tac gia lien quan dén luan an.

4.1. DAT BAI TOAN

Cho (X, || - ||) 12 mot khong gian Banach. Xét bai toan sau

“Dgu(t) = Au(t) + f(t,w), t € 10,7, (4.1)
u(s) = p(s),s € [—h,0], (4.2)
UI(O) =Y, (4 3)

Gday a € (1,2),0 > 0, “Dg* 1a dao ham phan thit c6 trong véi bac a theo
nghia Caputo (xem Dinh nghia 1.5), ham trang thai v nhan gié tri trong
X véi tré u; € C([—h,0]; X) xac dinh bdi uy(s) = u(t + s),s € [—h,0],
A 134 mot toan ti tuyén tinh déng trén X vd ham phi tuyén f duge dinh
nghia tren [0, T] x C'([—h,0]; X).

4.2. SU TON TAI NGHIEM

Trude tién, dé nghién cttu syt ton tai nghiém ctia bai toan (4.1)-(4.3) trong
truong hop phan phi tuyén c6 tang truéng dudi tuyén tinh, ching toi st
dung cac gia thiét sau:

(A*) A la toan tit quat kiéu (0,6) vé6i goc € € [0, (1 — 2)7) va 0 € p(A).

2
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(F*) Anh xa f : [0,T] x C, — X lien tuc va théa man:
(1) diéu kién tang trudng
| f(t,v)|| < a+b||v|ec,, Vv € Cy, hau khap t € [0, 7],
véi a, b 1a cac s6 khong am;

(2) néu (A — A)~', X € p(A), khong compact thi véi moi tap bi chin
) C Cp, ta co

X(f(t,82)) < k(t) sup x(€2(0)),

0e[—h,0]
6 day k € L'(0,T) 1a ham khong am.
Chiing t6i sit dung phép bién doi Laplace dé dua ra cong thic bicu dién

nghiém tich phan cho bai toan (4.1)-(4.3). Cha y rang, trong trudng hop
a € (1,2),

C D (t) = — / Bt — ) (1 (s) + 200/ () + o%u(s) )ds,

2— 0
6 day ha(t) = t'"“e 7". Ki hieu L[f] la bién doi Laplace ctia ham f. Thuc
hién phép bién doi Laplace déi véi

D™ u(t) = Au(t) + f(t), a € (1,2),0 > 0,

ta dugc
e+ (0 20+ 0%0] () = AL + £171Y)
Stt dung quy tac bién doi tich chap, ta co
1
mﬁ hao] ML [(0" + 200 + ?u)] (A) = AL[W](N) + LIf](N).

Vi L [hoo| (A) = LC9)_ pan

(/\+U)2_a I

(A +0)* 7 ((A+ o) LIu](A) = (A + 0)u(0) — (&'(0) + ou(0)))
= AL[u](N) + LIfI(A).

Llul(N) = A+0) (N +0)*T —A) " u(0)
+ AN+ 0) (AN +0)T — A)(u(0) + ou(0))
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+ (X +0)*T — A)'LIfI(N). (4.4)

Mat khac
NI = A)T = L[Sa] (V)
)\O‘_Q()\a] — A)_1 = AN — A
= L[1 % S,](N),
va

(AT = A)TLIAIA) = AN (AT — A) L[ fI(N)
= L[Ga_1 % Sa * fI(N).

Stt dung phép bién doi Laplace nguge déi véi (4.4) va ap dung quy tic
Lle™ f()](A) = LIf](A + o), suy ra

u(t) = e 7 Sa(t)u(0) + e 7 (1% 8.)(t) (ou(0) + u'(0))

v /0 e~ (goy % Su)(t — ) f(s)ds.  (4.5)

Xét khong gian Banach C;, x X v6i chuan

[z, )l = sup |lz(s)]| + llyll = llzlle, + lyll-
s€[—h,0]

Nho (4.5), nghiém tich phan ctia bai toan (4.1)-(4.3) dugc dinh nghia nhu
sau:

Dinh nghia 4.1. Cho truéc (p,y) € C, x X. Ham u € C([—h,T]; X)
duge goi 1a mot nghiém tich phan ctia bai toan (4.1)-(4.3) trén doan [—h, T
néu va chi néu u(t) = ¢(t) khi t € [—h, 0] va

ult) = 7S, 0P(0) + e S,) 0y + 09(0)),
b [ e g = S0~ s, )
khit € [0,T]. 0
Véi ¢ € Cy, ta dinh nghia khong gian
C, = fu € C0,T): X)  u(0) = £(0)}

Khi d6, C, 1a mot khong gian con déng cia C(|0,T]; X). Véi v € C,, ta
c6 ham v|yp] : [—h,T] — X dinh nghia béi

_ [e) méu-n=t<o
vlel(t) = {v(t) néu ¢t € [0, 7).
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RO rang
ot+6), —h—t<0<—t,
v|pli(0) = ( )
v(t+0), 6¢e[-t,0.

Sau day, ta xét toan ti F : C, — C,, cho bdi
F(0)(t) = e 7Sa(t)p(0) + e (1 50)()(y + 0(0))

+ /0 e (go_y % S,)(t — 8)f(s,v,)ds.
(4.6)

Dé& thay rang néu v 1a mot diem bat dong ctia F thi v[p] 14 mot nghiem
tich phan cia (4.1)-(4.3).

Xét toan ta W : L0, T; X) — C([0,T]; X), xac dinh béi

W) = [ g S (s)ds. (4T
Khi d6, toan tit nghiém cé biéu dién sau
F(0)(t) = e "Sa(t)p(0) + e (1 % So) (1) (y + 0(0)) + W o Ny(v) (1),
6 day N;(v)(t) = f(t,v[e)), v € C,.
Meénh dé 4.1. Todn tii W cho bdi (4.7), ¢6 cdc tinh chat:
(1) Néu tap Q C LY0,T;X) b chan tich phan, thy W(QQ) la tap dong

lien tuc trong C([0,T]; X). Thém niia, néu R(\, A) la compact vdi
A€ p(A), thi W(R) la tap compact tuong doi trong C([0,T]; X).

(2) Néeuw {f,} € L'(0,T;X) la mot day nita compact thi {W(f,)} cé day
con hoi tu trong C([0,T]; X). Hon nia néu f, — f trong L*(0,T; X)
the W(f.) = W(f) trong C([0,T]; X).

Chitng minh. Ta biét rang toan ti t — (ga_; * Sa)(¢) lien tuc theo chuan
v6i t > 0, do do6 toan tit @ dinh nghia béi
d(t,5) = e 7 (ga_y % S,)(t — 5),

thda man cac gia thiét ctia Bo dé 1.3. Diéu nay kéo theo W(2) 1a dong lien
tuc v6i mdi tap bi chan tich phan  C L'(0,7T; X). Néu R(\, A) compact
vii A € p(A), thi S,(t) ciing compact v6i t > 0 nho Dinh 1f 1.5. Vi vay, ta
cO

@) =x ([ ([ gt s-ns.onear ) as )

70



< 4/; e =9y (/Ots Ga_1(t — s — T)SQ(T)Q(S)d?“> ds

<16 /Ot e (=) (/Ots Ga1(t — s —1)x (S, (r)Q(s)) dr) ds
— 0,

& day ta st dung Ménh de 1.5. Do d6, W(€2) 1a compact tuong ddi, theo
dinh 1i Arzela-Ascoli.

Phan con lai cia ménh dé duge chiing minh tuong ti nhu trong [40, Dinh
Ii 5.1.1]. ]

Toan t nghiém F cho béi (4.6) la mot anh xa lien tuc trén C,, do tinh

lien tuc cua f.

Bo dé 4.1. Néu cdc gid thiét (A*) va (F*) théa man thi

(F(@) < (4 sup [ (g, 5,) 0 - s>||k<s>ds> (@),

tel0,T

vdi moi tap bi chan Q2 C C,.

Ching minh. Cho € C C, la mot tap bi chan. Véi v € €2, ta ¢

F(0)(0) = ¢ Su(09(0) + ¢ [ Su(6)y +opl0))ds + W o N, (),

trong do

W o Ny(v)(t) = /Ot ™7 (Gam1 % Sa) (t = 5)f (s, v[), ) ds.

Do gid thiét (F*)(1), N;(€2) bi chan tich phan. Theo Meénh dé 4.1, ta c6
W o N(§2) 1a mot tap dong lien tuc trong C,. Vi vay

Bay gio ta danh gid wr(WoN;(£2)). Néu (Al —A)~! compact v6i A € p(A),
thi W o N;(Q2) 1a compact theo Ménh dé 4.1. Nghia la

wr(W o Ny(Q)) = sup ey (W o Np(Q)(t)) = 0.

te[0,T]
Trong trusng hop ngugce lai, st dung (F*)(2), suy ra
X(W o Ny (Q)(1))
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< 4/0 e[ (ga1 * Sa)(t = 8)[Ix(f (5, QLpls))ds

= 4/0t e (o * Sa)(t — s)[|k(s) sup x(Q[p](s +6))ds

0e[—h,0]

IA

4/: ™" (gor * Sa)(t — 5)|[k(s) sup x(Q(r))ds,

rel0,s]

& day ta st dung dang thic Q[p](r) = {¢(r)} véi r € [—h,0]. Diéu nay
kéo theo

e "X (F(Q)(1) <4 /Ot e~ TN (gamr % 8a) (t = 5) [ k()™ X ((s))ds.

Vay
t
wr(F(Q) < (4/ e D= (g% S (t — s)||k(s)ds> wr(£2). (4.9)
0
Két hop (4.8) va (4.9), ta ¢6 diéu can chiing minh. O

Chon L trong cong thic (1.5), sao cho

t
4 sup / e D (g % S)(t — )| k(s)ds < 1, (4.10)
1Jo

tel0,T

ta thay rang toan tit nghiem F 14 xr-nén dudi cac gia thiét ap dat len A
va f. Dinh li sau day 14 két qua veé sy ton tai nghiém ctia bai toan khi phan
phi tuyén c6 tang truéng dudi tuyén tinh.

Dinh 1i 4.1. V4i cdc gid thiét (A¥) va (F*). Tap nghiém ciia bai todn (4.1)-
(4.3) la khdc rong.

Chitng minh. Dé ap dung Dinh 1i 1.9, ta chi can tim mot tap 16i, déng va
bi chan M sao cho F(M) C M. Lay v € C,, khi d6

t
[F@)OI < e 1Sa®lllelle, + e"'f/O [Sa () ([lyll + ollelle,)ds
t
+ /0 e[ (ga1 * Sa)(t = 9)[[[1 £ (5, v[p)s) | ds
< Me™||¢lle, + Mte™ (||yl + oll¢llc,)

L, / (t — $)* e (a + bllofpl.||e, )ds
nho cac danh gia da cho trong Dinh 1i 1.5 v 1.6. Dé thay ring
[olelslle, = sup [lole](s +0)|| < [l¢lle, + sup [lu(p)ll.

0c[—h,0] p€E(0,s]
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nén ta cod

" | F)DN < Mllglle, + Mi(llyll + ollelle,) + Cala + bll@llc,)I(t)

t
+ bCa/ (t —5)* e’ sup ||v(p)||ds
0

p€[0,s]
VOl .
I(t) = / (t — 5)" e ds.
0
Luu v 1a
t ta
I(t) < e"t/ (t —5)*'ds = —e”",
0 (87
do do
!
CNF@OI < Cot Co [ (1= sup o), (210
0 rel0,s
¢ day

004 o 0
Cr = Mlille, + MT(lyll +ollelle,) + —=(a+bllplle,) T, Cr = bCi.

Do vé phai ctia bat dang thitc (4.11) khong gidm theo ¢, suy ra

t
e’ sup || F(v)(r)|| < Cy+ Cg/ (t —s)* e’ sup ||v(r)||ds, (4.12)
0

ref0.] rel0,s]
Ki hiéu
M={ueC,:e” sup ||u(s)|| <(t),t €[0,T]},

s€[0,t]

trong do v 1& nghiém duy nhat ctia phuong trinh tich phan

Y(t) = C) + G, /Ot(t — 8)*Mp(s)ds, t €10,T].

R6 rang M 14 mot con tap 16i, déng va bi chan clia C,. Udc lugng (4.12)
dam béo F(M) C M. ]

Bay gis, dé xét trusng hop f c6 thé ting trudng trén tuyén tinh, ta thay
dicu kien (F*) bdi dieu kién sau.

(F?) Ham phi tuyén f : [0,7] x C;, — X lién tuc va thoa man (F)(2).
Hon nita, ton tai ham m € C([0,T];R") va ham khong giam ¥ €
C(R*;R"), sao cho

LF (o)l < m(@)¥([lvlle,), Yo € C.
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Dat C, = max{o'e !, Te "}, va ki hieu | - | 1& chuan sup trong
C([0,T]; R). Ta c6 két qué tiép theo vé sy ton tai nghiém khi phan phi
tuyén c6 the tang trudéng trén tuyén tinh.

Dinh 1i 4.2. Gid s rang cdc gid thiét (A*) va (F}) théa man. Néu ton tai
R >0, sao cho

Mllelle, + MC(llyll +ollelle,) + Cal (@) Iy m| P ([lelle, + R) < R,
(4.13)
thi bai toan (4.1)-(4.3) c6 it nhat mot nghiém tich phan.

Chitng minh. Dé 4p dung Dinh 1i 1.9, ta chi can chi ra ring F(Bgr) C Bg,
trong d6 By 1a hinh cau déng trong C,, ¢6 tam tai goc toa do véi ban kinh
R. That vay, lay v € Bp, khi d6

IF@OI < sl + e [ 1Sl +olielo)ds

t
+ /0 e[ (gar % Sa)(t = 9)[[[1 £ (5, v[)s)||ds
< Me™||¢lle, + Mte™ ([|yll + oll¢llc,)

e / = = 5)m(s) (ol e, s
< Ml¢lle, + MCo([lyll + ollellc,)
+ Gl () Iy m ()Y ([lellc, + R),
nho danh gia te= 7" < C,,Vt € [0, T]. Dieu nay kéo theo
[F)lle, < Mllelle, + MCo([lyll + ollelle,)

+ Gl () [y m[o ¥ (|| @lle, + R)
<R.

Ta c6 diéu phai ching minh. O

Nhan xét 4.1. Néu VU c6 tang trudng kieu da thic, thi dieu kien (4.13)
zdy ra khi || (@, y)|| cing nhu |15"m|s nhé. Dic biét, néu V(r) = r? vdi
q > 1, thi (4.13) thoa man néu dit kién ban dav di nho, nghia la, diéu kién
dap dat len |15°m|s duge gidi phong.

4.3. TINH HUT TRONG THOI GIAN HUU HAN

Trong phan nay, ching toi chiing minh két qua chinh ctia chuong dé 1a tinh
hit trong thoi gian hitu han ctia nghiém khong. Ki higu S(£) 1a tap nghiém
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ctia bai toan (4.1)-(4.3) véi dit kien ban dau &€ = (¢, y). Chang t6i stt dung
khai niém hut trong khodng thoi gian hitu han ctia nghiém déi véi phuong
trinh (4.1) nhu sau.

Dinh nghia 4.2. (Tinh hit trong khodng thdoi gian hiu han). Cho & =
(0, %0) € Cp, x X. Nghiem u € S(&,) duge goi la

1) hat trén |0, 1| néu ton tai n > 0 sao cho
0, 7] néu tc n >0 h
lor —urlle, + [[V/(T) = w'(T)]| <l = olle, + 1y — woll

v6i moi & = (¢,y) € B,(&) \ {&} va v € S(§), 6 day B, (&) 1a hinh
cau dong trong C, X X c6 tam tai & ban kinh 7.
(ii) hat ma tren [0, T] néu
1

limsup— sup sup (||vr — urllc, + |[v'(T) — ' (T)]|) < 1.
N0 T eBy (&) veS(€)

Hién nhién, tit tinh hut mi suy ra tinh hut. Ching t6i dwa ra mot diéu
kién du cho tinh hit mi trong bo dé sau.
Bo dé 4.2. Cho trudc & = (@0, y0) € Cp, X X. Nghiem u € S(&) la hit
ma trén [0, T) néu
— "(T) —u'(T
e ey 17 = urlle, + 10(7) — (D))
lell—0 veS(e+to) €]

< 1. (4.14)

Chitng minh. Lay v € S(§) v6i € = (p,y) € B,(&). Dat ( = & — &, ta c6
¢ € B,(0) va

1 / /

— sup sup (|jor —urlle, + [|v'(T) — u'(T)]})

Tl ¢eBy(¢0) veS(€)
lvr = urlle, + [|v'(T) — «'(T)| [ |<]|

= sup sup

ICll<n veS(¢+o) <] n
. / _ /
< sup  sup |vr — ur||e, + ||v'(T) U(T)H.
ICll<n veS((+o) 1<]]
Do do
1

limsup— sup sup (||or — urlle, + |0 (T) — ' (0)|])
mN\O 1] £eBy (&) veS(€)

_ (T — /(T
< limsup  sup |vr — urlle, + |V (T) — u/( )H_
ICI=0  veS((+Eo) 1<]]

Stt dung bat dang thiic (4.14), ta c6 diéu phai chitng minh. ]
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Bo dé 4.3. Néu gid thiét (A*) va (F¥) théa méan véi U Lipschitz dia phuong
va W(r) =~yr+o(r) khir — 0, ¢ day v la mot so khong am, thi

limsup sup ||ule, = 0,Vt € [0,T].
§=(p,y)—=0 ueS(¢)

Chitng minh. Gia st & = (p,y) va u € S(§). Khi do
!
lu@)l < e [[Sa(®)[[ll#lle, + eat/O 1Sa(s)lI(lyll + allelle, )ds

t
+ [ e g S,) (e = )L s s
< Me~glle, + Mte="(lyll + ollelle,)

+c/ 79 (¢ — 5)* U ()| ]|e, )ds
< Mlglle, + MC,(|ly]l + ollolle,)

t
+Culml [ (=9 ¥(llgll, + sup [ur))ds

rel0,s]
Vi 56 hang cudi khong giam theo ¢ va ¥ 14 ham khong gidm, ta c6

sup sup [[u(r)|| < M|¢lle, + MCo(|lyll + oll¢llc,)
ueS(§) rel0,t]

t
#Culmle [ (= 5701l + sup sup [utr))ds
0 ueS(&) rel0,s]

Qua gidi han khi ||£]| — 0, suy ra

o(t) < Colmle /0 ()% 10 (0(s))ds, (4.15)

VOl
v(t) = limsup sup sup [ju(r)||. (4.16)
§—0  ueS(§) rel0,t]

Do gia thiét doi véi ham W, ton tai s6 L = L(|v|s) sao cho
U(v(t)) = [U(v(t)) = T(0)] < L|v]e)o(t), V€ [0,T].
Nén tit (4.15), ta c6
o(t) < ColmlL(|0]) /O (= )7 u(s)ds,
Ap dung bat déng thitc Gronwall ki di ta c6 v = 0. Luu ¥ ring

luille, < lllle, + sup [[u(r)],

rel0,t]
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tur (4.16) suy ra diéu phai chiing minh. O

Nhan xét 4.2. Gid thiét doi vdi ham W trong Bo deé 4.3 théa man trong
truong hop f(t,0) = 0 va f(t,-) khd vi tai O theo nghia Fréchet. Trong
truong hop nay, cé thé chon ham U dang da thic.

Trude hét ching toi nghién citu tinh hat mi clia nghiém khong ddi véi
phuong trinh (4.1).

Dinh 1i 4.3. Gid thiét nhu trong Bo dé 4.3. Khi dé nghiém khong ciia (4.1)
la hit mii trén [0, T, néu bat dang thic sau théa man

O(T)+3(T) < 1, (4.17)
trong do
®(t) = M max{t,2+ otre ""ME, (t*y|m|e”"C, T (),

Y(t) = e " max {Ct™" + Mo*t, M(1 + ot)}
t
+vC, (/ [o(t—s)* "+ (t—5)*7] eg(ts)q)(s)ds) :
0
Ching minh. Gid st € = (p,y) € C, x X va u € S(&). Khi d6
140
u(t +0) = e 7S (t + 0)p(0) 4 e 7 / Sa(8)(y + op(0))ds
0

t+6
+ / e 0= (g % S)(t+ 60— 5)f(s,us)ds, (4.18)
0

voi t € (h,T] va 6 € |—h,0]. Nho gia thiét ve dang diéu ctia ham ¥, ta
thay ring, véi mdi € > 0 cho trude ton tai & > 0, sao cho

U(r) < (v+e)r, Vr e (0,6).

Stt dung Bo dé 4.3, ta c6 thé tim duge n > 0 dé ||ule, < J,Vu € S(§)
mién 14 ||£]| < 1. Diéu nay chi ra rang, véi ||£]| < n, ta c6

L us)ll < m@)U(fuslle,) < lmlo(y + €)l[uslle,, Yu € S(E).
Lay £ € B,(0). Khi d6 theo (4.18), thi
lu(t + )| < e Mllglle, + e Mt(|lyll + ollellc,)

t+0
+ Cofmla(y + € / (£ 40— 5)* e 0yl ds, ¥t € (h, T).
0
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Kéo theo
luclle, < e e Mmax{t; 1+ at}([l¢lle, + lyll)
+ Coe”ml o (7 + €) /Ot(t — 8)* e |, lle, ds, Vt € (h,T).
Vi vay
e ulle, < €™M max{t; 1+ at}([¢lle, + [y])

t
+ Coe™mln(y + €) / (£ — ) e usle,ds, VE € (b, T]. (4.19)
0

Bay gio ta can dén mot ude lugng cho e”*||u|c, v6it € [0, h]. St dung céc
uéc luong tuong tu nhu trong chiing minh ctia Bo dé 4.3, suy ra

lu@)|l < Miplle, + Mt(llyll +ollellc,)

t
+C’a|m]oo/ (t — )" e U(|[usle, )ds, Vt € [0, h].
0

Do s0 hang cuoi khong giam nén

sup [lu(t)|| < Mlplle, + Mt([lyll +oll#lle,)

rel0,t]
t
4 Colmlay ) [ (8= 9 e il ds, Vi € [0.5]
0
Vi thé

[uelle, < ll@lle, + sup [Ju(t)]

rel0,t]

< 2M|plle, + Mi([[yll + ollelle,)
t
+Ca]m]oo(7+e)/ (£ — ) e s, ds, Vi € [0, 7]
0
Cho nén

e lulle, < € (|l¢lle, + sup ||u(?)]))

re(0,t]

< "M max{t;2 + at}([¢lle, + yll)
+ Che”m|so(y + €) /t(t — 5)*'e”||usle, ds, Yt € [0, h).
: (4.20)
Tit (4.19) va (4.20), ta dugc
e” |[ulle, < €™M max{t;2 + ot}(ll¢lle, + lyll)
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/
4 CoeMmlly ) [ (= ) e s
0
véi moi t € [0,T]. Ap dung bt déng thitc Gronwall ki di cho bat déng
thic cudi, dé co
e lwille, < ™" M max{t; 2+ot}([[¢lle, |yl Ea (v + €)lm[we™ Cul () -
Do do6

luelle, < @c(E)([[lle, + [yl (4.21)
trong do

d (1) = Mmax{t;2 + ot}e " ME, (t*(v + €)|m|e”" Cal' () .

Mit khéc, véi t > 0
U (t) = —oe 7" Sy (t)p(0) + e 'S (t)(0) — oe™ /t So(s)(y + op(0))ds
+e 7 S.()(y + 00(0) — o / N gy % S) (¢ — )£ (5, 0.)ds

t —o(t—s d
—i—/oe ( )%((ga_l*Sa)(t—s))f(s,us)ds.

Nén
[/ ()| < e” max {Ct™" + Mo*t; M(1+at)} (|[¢lle, + lyll)

t
+ (el + IDoCaly +0) [ (=5, (5)ds

t
(el + IDCalty + ) [ (¢ =) 2, (s)ds
= SO, + Iyl (1.22)
nhd Dinh 1i 1.6, 6 day
Y (t) = e " max {Ct™" + Mo*t, M(1 + ot)}

+ (v +¢)Cl, ( /0 t [o(t—s)* "t + (t — s)a2]e“(t5)<1>e(s)ds) .
Két hop (4.21)-(4.22), ta co6
[utlle, + [[W' @ < (Pe(t) + Ze(t))([[lle, + llyl), vt € (0,T], (4.23)
véi moi & = (¢,y) € B,(0) va u € S(€).

Do (4.17), ¢6 thé chon € > 0 sao cho ®.(T) + 3. (T) < 1. Tu bat dang
thiic (4.23), ta c6 diéu phai ching minh. N
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Dé chiing minh tinh hit ctia nghiém khéac khong, ching ta can gia thiét
sau day do6i v6i phan phi tuyén.

(F;) Ham f : [0,7T] x C;, — X lien tuc, théa man (F*)(2). Hon nta, ton
tai ham m € C([0,T]; R") va ham khong giam, Lipschitz dia phuong
U e C(R";R") sao cho ¥(r) = ~vr + o(r) khir — 0 v6i v > 0, va

1F(E,01) = f(Ev)|| < m)®([lor = valle, ), Yoi, 02 € Cp.
Dinh 1i 4.4. Néu cdc gid thiét (A”), (F;) théa man va
O(T)+3(T) < 1,

trong do @, X la cac ham da cho trong Dinh li 4.3. Khi do, moi nghiém cia
phuong trinh (4.1) hat ma trén [0, T].

Ching minh. Lay & = (@0, yo) € C, X X va u* € S(&). Ta chiing minh
tinh hit cia nghiem v*. Gid st £ = (¢,y) € B,(&) va u € S(§), dat
gb:SO_SOan'N:y_yOaf:S_SOVE}{&:/UJ_U*' Khldéa ta co

1) = e S.(050) + ¢ [ 8.(5)(05(0) + D)
b [ g n S $)[F ) — s
Sit dung (F7), suy ra
G = €M |Blg, + MteH(o | Blg, + [171)ds

t
4 Colml [ € = )W g, )
0

Li luan tuong tu nhu trong chitng minh ctia Bo dé 4.3, ta thay rang |||, —
0 khi & — 0. Phan con lai ctia ching minh dugc tién hanh tuong tu ching
minh ctia Dinh Ii 4.3. Cubi cung, ta c6

lur—uplle, + 1w/ (T) = (W) (T)[| < (c(T)+E(T))(llo=solle, +lly=2oll),

v6i moi € = (¢,y) € B,(&) vau € S(§). Chiing minh két thiec. (]
4.4. AP DUNG

Cho 2 C R" 1a mién bi chin v6i bién tron 9€2. Xét bai toan sau
0 u(t, r) = Aul(t, x)
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(tuta: /k t—hy)dy),xEQ,tE[O,T],

(4.24)

u(t,z) =0, x € 0Q,t > 0, (4.25)
u(s,x) = @(s,x),x € Q,s € [—h,0], (4.26)
Ou(0,x) = y(x),z € Q, (4.27)

trong d6 « € (1,2),0 > 0, 0;"7 1a dao ham phan thi ¢6 trong theo nghia
Caputo v6i bac «, f: [0,T] x R* = R 1a mot ham lien tuc va k € L?(2).

Lay X = L*(Q) va A = A véi D(A) = H*(Q) N Hy(Q). Khi d6 A 1a
toan ti sinh ciia nita nhém compact {S(¢)}i>o (xem [71, Dinh 1{ 7.2.5]).
Pho ctia —A 1a tap cac gia tri rieng cia —A, gom céc s6 duong, dé thay
0 € p(A) va A la mot toan tit quat kieu (0, 0) véi 6 = 0. Vi vay, A sinh ra
a-gidi thic compact {S,(t)}¢>¢ s6 hitu tat ca cac tinh chat phat biéu trong
Dinh 1i 1.5 va 1.6.

Vé phan phi tuyén f, chiing t6i gia thiét them ring
(g, 2)| < m(B)lyll=l",V(t,y, 2) € [0,T] x R?, (4.28)
véi m € C([0,T];R"), p > 0.
Dat C, = C([—h,0]; L*(€2)). Xét ham s6 f : [0,T] x C, — L*(Q) xac

dinh nhu sau

(t.0)@) = F (£:6(0.2). [ K@o(-h.)dy)
R6 rang, bai toan (4.24)-(4.27) 1a mot truong hgp riéng ciia bai toan (4.1)-
(4.2).
St dung (4.28), ta co

£(t 6)()] < m(8)]6(0.2) ( / \k<y>\|¢<—p<0>,y>|dy)p
m(8)[6(0, )| ||l —p(0), )%

do bat dang thic Holder. Vi vay

LF(E D) < m(@)[[FI% 100, )l x[|o(=p(0), )%

b

X
<m@®) k% sup [é(s, )5
s€[—h,0]

= m(t)|[kl%lglle,
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C6 the kiem tra ring f lién tuc, nho vao tinh lién tuc cia f va dinh 11 hoi
tu troi Lebesgue. Do d6, f thoa man (F7) véi U(r) = ||k|/%r?™ = o(r) khi
r — 0. St dung Dinh Ii 4.3, ta suy ra nghiém khong cta (4.24) 1a hdat ma
tren [0, 7], néu thda man

M max{T,2 + oT}e”" + max {CT '+ Mo*T, M(1+oT)} < e",

trong d6 M = sup,cq [|Sa(t)|| v& C' = sup,c1 [[EA(ga-1 * Sa)(t)]]-
Két luan Chuong 4

Trong chuong nay ching téi nghién ctu tinh hat trong khoang thoi
gian hitu han cho phuong trinh séng phan thit c6 trong nita tuyén tinh. Céc
két qua dat duoc bao gom:

1. Chitng minh dudc su ton tai nghiém trén doan hitu han ctia bai toan
(4.1)-(4.3) cho cac truong hgp khi phan phi tuyén tang truéng dudi
tuyén tinh va trén tuyén tinh. (Dinh 1i 4.1, Dinh 1i 4.2).

2. Chitng minh duge tinh hat mi ciia nghiém tam thuong va khong tam
thuong d6i véi bai toan (4.1)-(4.3) (Dinh 1i 4.3, Dinh 1i 4.4).

3. Mot ap dung cho két qua tritu tuong dudge dua ra & Muc 4.4.

Theo su hieu biét ctia chung toi, cic két qua trong chuong nay la nhitng
nghién citu dau tién vé tinh hut trong khodng thoi gian hitu han cho phuong
trinh séng phan thit c6 trong nita tuyén tinh trong khong gian Banach tong
quat. Cac ki thuat uéc luong va luge do chitng minh c6 thé duge st dung
dé nghién cttu mot s6 16p bai toan khac.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

1. Cac két qua dat dudc

Trong luan an, chung to6i nghién cttu dang diéu nghiém cua phuong
trinh/bao ham thtc vi phan phan thi chia tré trong khong gian Banach
tong quat. Cac két qua dat dudc bao gom:

e Do6i v6i 16p phuong trinh vi tich phan phan thi c¢6 tré hitu han: Chiing
minh dudc tinh giai dudce va tinh on dinh tiém can ciia nghiém.

e Do6i v6i 16p bao ham thic vi tich phan phan thd c6 tré vo han: Chiing
minh dugc su ton tai nghiém tich phan va tinh 6n dinh tiém can yéu

2 [N
cua nghiém.

e V6i phuong trinh vi phan phan thi c6 trong: Chiing minh dugce su ton
tai nghiém trén doan compact véi phan phi tuyén ting trudng trén
tuyén tinh, dua ra khai niém tinh hat, hat mi trong khoang thoi gian
hitu han cho truong hop c6 tré hitu han, néu ra mot diéu kién du cho
tinh hut mi trong khoang thoi gian hitu han va st dung né dé thu duge
tinh hat ma cia cia nghiém.

2. Kién nghi mot s6 van dé nghién citu tiép theo

Bén canh cac két qua da dat dudc trong luan an, mot s6 van dé md lién

quan can dudc tiép tuc nghién ciu:

e Nghién cttu dang diéu nghiém cac phuong trinh va bao ham thic vi
phan phan tht trong luan 4n khi khong cé cac gia thiét vé do do khong

compact.

e Nghién cttu sy ton tai va tinh on dinh (thoi gian hitu han hodc Lya-

punov) cia nghiém cho cac hé vi phan ngau nhién phan tht.

e Nghién ctu cac van dé liéen quan nhu tinh chinh qui ctia nghiém, cau

tric clia tap nghiém doi véi cac hé vi phan phan thu.
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