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MỘT SỐ KÍ HIỆU THƯỜNG DÙNG TRONG LUẬN ÁN

R tập hợp các số thực

R+ tập hợp các số thực dương

(E, ‖·‖E) không gian Banach với chuẩn trong E

2E họ các tập con của E

P(E) = {A ∈ 2E : A 6= ∅},
Pb(E) = {A ∈ P(E) : A là tập bị chặn}
Pc(E) = {A ∈ P(E) : A là tập đóng}
Kv(E) = {A ∈ P(E) : A là tập lồi và compact}
L(E) không gian các toán tử tuyến tính, bị chặn

trên không gian Banach E

Ch = C([−h, 0];E)

χh độ đo không compact trong không gian Ch
BE[a, r] = {x ∈ E : ‖x− a‖ ≤ r}
Iα0 f(t) tích phân phân thứ Riemann-Liouville bậc

α > 0 của hàm f

Dα
0 f(t) đạo hàm phân thứ Riemann-Liouville bậc

α > 0 của hàm f
CDα

0 f(t) đạo hàm phân thứ Caputo bậc α > 0 của

hàm f

Iα,σ0 f(t) tích phân phân thứ Riemann-Liouville có

trọng với bậc α > 0 của hàm f
CDα,σ

0 f(t) đạo hàm phân thứ có trọng theo nghĩa Ca-

puto với bậc α > 0 của hàm f

I ánh xạ đồng nhất

→ hội tụ mạnh

⇀ hội tụ yếu
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MỞ ĐẦU

1. TỔNG QUAN VỀ VẤN ĐỀ NGHIÊN CỨU VÀ LÍ DO CHỌN ĐỀ TÀI

Giải tích phân thứ bắt nguồn từ câu hỏi đưa ra vào năm 1695 bởi

L´Hospital và Leibniz. Đó là làm thế nào để khái quát hóa các khái niệm

của giải tích bậc nguyên cho trường hợp có bậc bất kỳ? Như thường gọi,

giải tích phân thứ là thuật ngữ dùng để chỉ đạo hàm và tích phân phân thứ.

Qua lịch sử hơn ba thế kỷ hình thành và phát triển, trong một thời gian dài

giải tích phân thứ chủ yếu thu hút sự quan tâm của các nhà toán học, do

chưa biết nhiều đến các ứng dụng của nó trong các mô hình thực tiễn và các

lĩnh vực khoa học khác. Trong những thập kỷ gần đây, nhiều nhà nghiên

cứu đã dành sự quan tâm cho giải tích phân thứ khi thấy rằng đạo hàm

và tích phân phân thứ là công cụ có thể mô tả tốt hơn nhiều hiện tượng

trong thế giới tự nhiên và trong kỹ thuật như: hệ nhớt đàn hồi, sự phân cực

chất điện môi, sóng điện từ, sự truyền nhiệt, kỹ thuật chế tạo người máy,

hệ sinh học, tài chính và một số lĩnh vực khác [4, 10, 37, 43]. Trong lịch sử,

giải tích phân thứ đã thu hút được sự chú ý của nhiều nhà toán học tiên

phong như Euler, Laplace, Fourier, Liouville, Riemann, Laurant, Hardy, và

Riesz...[44, 57, 59, 68]. Các ứng dụng của giải tích phân thứ trong vật lí đầu

tiên được thực hiện bởi Abel và Heaviside [44, 68]. Ngày nay, phương trình

vi phân phân thứ có ứng dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh vực khoa học. Đối

với một số ứng dụng thực tế việc sử dụng phương trình vi phân phân thứ

mang lại hiệu quả tốt hơn so với phương trình vi phân cổ điển.

Lí thuyết định tính và ứng dụng của phương trình vi phân phân thứ

trong vật lí, kỹ thuật, kinh tế, sinh học và sinh thái học được nghiên cứu

rộng rãi, có thể tìm thấy trong các công trình [44, 51, 52, 57, 68] và các

trích dẫn trong đó. Khi xem xét các mô hình thực tiễn, đặc biệt trong các

bài toán điều khiển thì trễ là một nhân tố không thể tách rời. Do đó, các hệ

có trễ thu hút được sự quan tâm của nhiều nhà toán học, ở đó việc nghiên

cứu dáng điệu tiệm cận nghiệm là một trong những bài toán quan trọng và

hấp dẫn nhất.

Trong nhiều mô hình ứng dụng [51], người ta sử dụng phương trình vi
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phân đạo hàm riêng phân thứ dạng

∂αt u(t, x) = ∆u(t, x), t > 0, x ∈ Ω ⊂ RN , (1)

với bậc đạo hàm α ∈ (0, 2], ∆ là toán tử Laplace. Trường hợp α ∈ (0, 1), nó

là phương trình dưới khuếch tán, được ứng dụng trong vật lí bởi Nigmatullin

[58] để mô tả quá trình khuếch tán trong môi trường vật liệu fractal (một

dạng đặc biệt của vật liệu xốp). Trường hợp α ∈ (1, 2), nó là phương trình

sóng phân thứ, mô tả sự lan truyền của sóng cơ trong vật liệu nhớt đàn hồi.

Lí thuyết cơ sở về phương trình vi phân phân thứ đã được phát triển

và trình bày trong nhiều tài liệu, có thể kể đến các cuốn sách tiêu biểu

[43, 57, 65]. Những kết quả gần đây về phương trình vi phân phân thứ chủ

yếu dành cho tính giải được trong khoảng thời gian hữu hạn [63, 72, 74]

và tính điều khiển được (chính xác hoặc xấp xỉ) [42, 45, 66, 73, 74]. Trong

khi lí thuyết ổn định cho phương trình vi phân bậc nguyên có lịch sử phát

triển lâu dài và đạt được nhiều kết quả quan trọng [22, 23, 32] thì các kết

quả về tính ổn định đối với các phương trình vi phân phân thứ còn ít được

biết đến. Trên thực tế, việc sử dụng các công cụ cổ điển như phương pháp

hàm Lyapunov cho các phương trình vi phân phân thứ gặp nhiều khó khăn

do việc tính đạo hàm phân thứ của các phiếm hàm Lyapunov rất khó thực

hiện.

Quay lại phương trình (1) trong trường hợp α ∈ (1, 2), một dạng tương

tự của nó được xem xét là

∂tu(t, x) =

∫ t

0

(t− s)α−2

Γ(α− 1)
∆u(s, x)ds, t > 0, x ∈ Ω. (2)

Phương trình này được gọi là phương trình tán xạ-sóng (một dạng trung

gian giữa phương trình khuếch tán (α = 1) và phương trình sóng (α = 2)),

được Fujita nghiên cứu lần đầu trong các công trình [25, 26]. Phương trình

với nhiễu phi tuyến tương ứng dạng

∂tu(t, x) =

∫ t

0

(t− s)α−2

Γ(α− 1)
∆u(s, x)ds+ f(t, x, u(t, x)), t > 0, x ∈ Ω,

(3)

mô tả quá trình khuếch tán kỳ dị và sự truyền sóng trong vật liệu nhớt

đàn hồi, được nghiên cứu trong [37, 50, 53, 54]. Để nghiên cứu lớp phương

trình này, ta thường chuyển nó về phương trình vi phân trong không gian

Banach. Cụ thể, ta có thể coi u : [0, T ]→ L2(Ω) là hàm theo biến t nhận

giá trị trong L2(Ω) xác định bởi u(t) = u(t, ·). Khi đó, phương trình (3)
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có thể viết dưới dạng phương trình vi phân trừu tượng

u′(t) =

∫ t

0

(t− s)α−2

Γ(α− 1)
Au(s)ds+ f(t, u(t)), (4)

trong đó A = ∆ với miền xác định phù hợp theo điều kiện biên và

f(t, u(t)) = f(t, ·, u(t, ·)). Gần đây, vấn đề nghiên cứu dáng điệu tiệm

cận của nghiệm đối với lớp phương trình này nhận được sự quan tâm của

một số nhà nghiên cứu [1, 15, 16, 17], tuy nhiên kết quả đạt được còn hạn

chế. Theo hiểu biết của chúng tôi, chưa có kết quả nào về tính ổn định

nghiệm của phương trình dạng (4) được công bố. Chính vì vậy chúng tôi

đặt vấn đề nghiên cứu sự tồn tại và tính ổn định của nghiệm đối với bài

toán tổng quát sau trong không gian Banach X :

u′(t) =

∫ t

0

(t− s)α−2

Γ(α− 1)
Au(s)ds+ f(t, u(t), ut), t > 0, t 6= tk, k ∈ Λ, (5)

u(t+k )− u(t−k ) = Ik(u(tk)), k ∈ Λ, (6)

u(s̄) + g(u)(s̄) = ϕ(s̄), s̄ ∈ [−h, 0], (7)

ở đây A là toán tử tuyến tính, đóng và không bị chặn, f là hàm phi tuyến

xác định trên R+×X×Ch, hàm không cục bộ g : PC([−h, T ];X)→ Ch và
hàm xung Ik : X → X, k ∈ Λ với Λ ⊂ N là một tập chỉ số. Kí hiệu u(t+k ),

u(t−k ) tương ứng là các giới hạn phải và trái của u tại tk; ut là quá khứ của

hàm trạng thái tính tới thời điểm t, nghĩa là ut(s̄) = u(t+ s̄), s̄ ∈ [−h, 0].

Trong trường hợp hệ này không chứa trễ, không có hiệu ứng xung (Ik = 0)

và điều kiện ban đầu cục bộ (g = 0), ta có bài toán Cauchy cổ điển ứng

với phương trình (4).

Bài toán Cauchy với điều kiện không cục bộ hay điều kiện xung đã nhận

được nhiều sự quan tâm của các nhà nghiên cứu trong những năm gần đây.

Điều kiện không cục bộ dạng (7) cho ta mô tả tốt hơn các mô hình thực tế

so với điều kiện ban đầu cổ điển, ví dụ như điều kiện

u(s) +
M∑
i=1

ciu(τi + s) = ϕ(s)

cho phép mô tả những đo đạc bổ sung tại một số thời điểm thay vì chỉ đo tại

thời điểm ban đầu. Ý nghĩa vật lí và những kết quả nghiên cứu đầu tiên về

bài toán không cục bộ đã được Byszewski trình bày trong [12]. Sau đó, các

bài toán khác nhau với điều kiện không cục bộ liên quan đến các phương

trình vi phân bậc nguyên, và các bao hàm thức vi phân bậc nguyên nhận

được sự quan tâm rất lớn của các nhà nghiên cứu. Liên quan đến các kết
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quả về tính giải được, chúng tôi trích dẫn các công trình [14, 35, 39, 41, 48].

Mặt khác, điều kiện xung dạng (6) thường được sử dụng để mô tả các hệ

động lực có trạng thái thay đổi đột ngột. Về lí thuyết các hệ vi phân chứa

xung, có thể tham khảo tài liệu [46]. Rõ ràng, bài toán Cauchy tổng quát

với điều kiện không cục bộ và hiệu ứng xung đóng một vai trò quan trọng

trong việc mô tả nhiều bài toán thực tế.

Cần nói thêm rằng, khi khảo sát các kết quả liên quan đến phương trình

vi tích phân dạng (5), có thể tìm thấy các công trình nghiên cứu sự tồn tại

nghiệm tuần hoàn tiệm cận trong [1, 15, 16]. Ngoài ra, các tác giả trong [17]

đã chỉ ra sự tồn tại của nghiệm hầu tự đẳng cấu tiệm cận (asymptotically

almost automorphic solutions).

Dựa trên nguyên lí điểm bất động, chúng tôi chứng minh nghiệm không
của bài toán (5)-(7) có tính hút toàn cục, nghĩa là u(t)→ 0 khi t→ +∞
với mọi dữ kiện ban đầu bị chặn ϕ. Lưu ý rằng, nếu một nghiệm của (5)-(7)

có tính tiêu hao thì nó cũng ω-tuần hoàn S-tiệm cận [1, 15, 16].

Tiếp theo, chúng tôi mở rộng lớp phương trình (4) cho trường hợp phần

phi tuyến là hàm đa trị với trễ vô hạn

u′(t) ∈
∫ t

0

(t− s)α−2

Γ(α− 1)
Au(s)ds+ F (t, ut), t > 0, (8)

u0 = ϕ ∈ B, (9)

trong đó A là toán tử tuyến tính đóng và không bị chặn, F là một ánh xạ

đa trị xác định trên R+×B, B là không gian pha định nghĩa trong Chương

1. Ở đây α ∈ (1, 2) và ut là quá khứ của hàm trạng thái cho tới thời điểm

t, nghĩa là ut(s) = u(t+ s), s ≤ 0.

Trong bài toán này, hàm phi tuyến F sinh ra từ hệ điều khiển với phản

hồi đa trị [40], và nhiều bài toán khác như bài toán chính quy hóa phương

trình vi phân với vế phải không liên tục [27], hoặc từ bài toán liên quan

đến bất đẳng thức vi biến phân [60]. Trễ vô hạn thường xuất hiện trong các

bài toán điều khiển, khi nhân tố điều khiển lấy thông tin từ quá khứ của

hệ nhưng không có thông tin về thời điểm bắt đầu xuất hiện trễ. Mục đích

chính của chúng tôi khi nghiên cứu bài toán này là phân tích tính ổn định
tiệm cận yếu của nghiệm không dựa trên khái niệm được trình bày sau đây:

Kí hiệu Σ(ϕ) là tập nghiệm của hệ (8)-(9) với điều kiện ban đầu ϕ. Giả

sử rằng 0 ∈ Σ(0), tức là (8) có nghiệm không. Nghiệm không của (8) được

gọi là ổn định tiệm cận yếu nếu
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1. Ổn định, nghĩa là với mọi ε > 0, tồn tại δ > 0 sao cho nếu |ϕ|B < δ

thì |ut|B < ε với mọi u ∈ Σ(ϕ), t > 0;

2. Hút yếu, nghĩa là với mỗi ϕ ∈ B, tồn tại u ∈ Σ(ϕ) sao cho |ut|B → 0

khi t→ +∞.

Chúng tôi đưa ra khái niệm này dựa trên khái niệm ổn định yếu của Filippov

[27] cho hệ vi phân thường không chứa trễ. Rõ ràng khái niệm ổn định tiệm

cận yếu phù hợp cho các hệ vi phân mà tính duy nhất nghiệm của bài toán

Cauchy không được đảm bảo, đặc biệt là các bao hàm thức vi phân.

Để chứng minh tính ổn định tiệm cận yếu, chúng tôi sử dụng nguyên lí

điểm bất động cho ánh xạ nén trên không gian các hàm liên tục xác định

trên R+. Cụ thể, dựa vào dáng điệu của α-giải thức {Sα(t)}t≥0 sinh bởi phần

tuyến tính, chúng tôi xây dựng không gian nghiệm thích hợp, định nghĩa

một độ đo không compact mới trên không gian nghiệm Cg([0,+∞);X) để

xác định một tiêu chuẩn compact trên không gian này, sau đó chứng minh

toán tử nghiệm có tính nén.

Với cách tiếp cận này, trong trường hợp α-giải thức có tăng trưởng mũ,

chúng tôi chứng minh được rằng bài toán (8)-(9) có nghiệm bị chặn mũ.

Tiếp theo, khi α-giải thức ổn định tiệm cận, chúng tôi chứng minh tính ổn

định tiệm cận yếu của nghiệm không.

Mở rộng khái niệm đạo hàm và tích phân phân thứ [64, 68], giải tích

phân thứ có trọng đã được phát triển để nghiên cứu một số bài toán liên

quan đến vật liệu xốp [30], dòng chảy địa vật lí [55], thủy văn nước ngầm

[56].v.v. Trong trường hợp này, thay vì xét phương trình (1), người ta xét

phương trình

∂α,σt u(t, x) = ∆u(t, x), t > 0, x ∈ Ω, (10)

trong đó ∂α,σt là đạo hàm phân thứ có trọng. Phương trình này với nhiễu

phi tuyến trong không gian Banach có dạng

CDα,σ
0 u(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t > 0,

ở đó CDα,σ
0 là đạo hàm phân thứ có trọng với bậc α theo nghĩa Caputo

(xem Định nghĩa 1.5).

Có thể tìm hiểu thêm các mục tiêu và lí do mở rộng giải tích phân thứ

trong [67]. Phương trình vi phân phân thứ có trọng là chủ đề được quan

tâm trong hơn một thập kỉ qua, có thể kể đến một số kết quả về tính giải

được, ở đó phương pháp giải số đã được thiết lập [13, 20, 49].
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Với mục tiêu phân tích dáng điệu nghiệm của phương trình vi phân phân

thứ có trọng, chúng tôi xét bài toán

CDα,σ
0 u(t) = Au(t) + f(t, ut), t ∈ [0, T ], (11)

u(s) = ϕ(s), s ∈ [−h, 0], (12)

u′(0) = y, (13)

ở đây α ∈ (1, 2), σ > 0, hàm trạng thái u nhận giá trị trong không gian

Banach X với hàm trạng thái trễ ut ∈ C([−h, 0];X) xác định bởi ut(s) =

u(t+ s), s ∈ [−h, 0], A là một toán tử tuyến tính đóng trên X và hàm phi

tuyến f xác định trên [0, T ]× C([−h, 0];X).

Chú ý rằng, trong trường hợp σ = 0, CDα,0
0 = CDα

0 chính là đạo hàm

phân thứ theo nghĩa Caputo. Ngoài ra, theo khảo sát của chúng tôi, chưa

có kết quả nghiên cứu định tính nào được công bố cho phương trình dạng

(11). Ở đây, mục tiêu của chúng tôi là chứng minh tính giải được của bài

toán (11)-(13) dưới các thiết lập tổng quát (không có điều kiện Lipschitz

đối với f cũng như tính compact của nửa nhóm sinh bởi A, các tình huống

này đã được thảo luận trong [47] đối với trường hợp σ = 0). Thêm nữa,

chúng tôi nghiên cứu dáng điệu nghiệm của (11) thông qua khái niệm tính

hút trong thời gian hữu hạn được đưa ra trong [28]. Có thể thấy rằng, dáng

điệu tiệm cận của nghiệm của các hệ vi phân khi thời gian đủ lớn đã được

nghiên cứu qua hàng thế kỷ, thu được nhiều thành tựu có tính hệ thống

và đóng một vai trò quan trọng trong nhiều bài toán thực tiễn. Tuy nhiên,

trong nhiều ứng dụng khi hiện tượng chỉ xảy ra trong thời gian ngắn thì

việc phân tích dáng điệu của nghiệm trong khoảng thời gian hữu hạn lại

đóng vai trò quan trọng và đang thu hút sự quan tâm của nhiều nhà toán

học.

Trong nội dung này chúng tôi chứng minh sự tồn tại nghiệm bằng cách

sử dụng định lí điểm bất động cho ánh xạ nén, điều này yêu cầu hàm phi

tuyến f phải thỏa mãn tính chính quy được thể hiện thông qua độ đo không

compact Hausdorff. Chú ý rằng, trong thiết lập của chúng tôi, hàm f có

thể tăng trưởng trên tuyến tính. Để đạt được kết quả về tính hút trong

thời gian hữu hạn của nghiệm, chúng tôi thực hiện một số ước lượng cục bộ

(ước lượng với dữ kiện ban đầu nhỏ) và sử dụng bất đẳng thức Gronwall

kì dị. Cuối cùng chúng tôi áp dụng kết quả trừu tượng cho một lớp phương

trình đạo hàm riêng phân thứ có trọng theo biến thời gian.
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2. MỤC ĐÍCH – ĐỐI TƯỢNG – PHẠM VI NGHIÊN CỨU

2.1. Mục đích nghiên cứu

Nghiên cứu dáng điệu nghiệm của một số hệ vi phân phân thứ có trễ theo

cách tiếp cận của lí thuyết ổn định.

Đầu tiên chúng tôi nghiên cứu tính ổn định của nghiệm đối với lớp phương

trình vi tích phân phân thứ chứa xung với điều kiện không cục bộ và trễ hữu

hạn. Sau đó, chúng tôi nghiên cứu tính ổn định tiệm cận yếu của nghiệm

tầm thường cho bao hàm thức vi tích phân phân thứ chứa trễ vô hạn. Cuối

cùng luận án đạt được một số kết quả về tính hút trong khoảng thời gian

hữu hạn đối với phương trình sóng phân thứ có trọng, nửa tuyến tính với

trễ hữu hạn và phần phi tuyến tăng trưởng trên tuyến tính.

2.2. Đối tượng nghiên cứu

Trong luận án này, tác giả xét ba lớp bài toán:

∗ Lớp thứ nhất: Phương trình vi tích phân phân thứ dạng tán xạ-sóng

với trễ hữu hạn.

∗ Lớp thứ hai: Bao hàm thức vi tích phân phân thứ dạng tán xạ-sóng

với trễ vô hạn.

∗ Lớp thứ ba: Phương trình sóng phân thứ có trọng nửa tuyến tính

với trễ hữu hạn.

2.3. Phạm vi nghiên cứu

Phạm vi nghiên cứu của luận án được thể hiện thông qua các nội dung sau

∗ Nội dung 1: Nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của các phương trình và

bao hàm thức vi phân phân thứ với trễ hữu hạn và vô hạn.

∗ Nội dung 2: Nghiên cứu tính ổn định tiệm cận của nghiệm tầm

thường đối với lớp phương trình vi tích phân phân thứ chứa xung và

điều kiện không cục bộ với trễ hữu hạn.

∗ Nội dung 3: Nghiên cứu tính ổn định tiệm cận yếu của nghiệm tầm

thường đối với bao hàm thức vi tích phân phân thứ dạng sóng khuếch

tán với trễ vô hạn.
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∗ Nội dung 4: Nghiên cứu tính hút trong khoảng thời gian hữu hạn

của nghiệm đối với phương trình vi phân phân thứ có trọng (tempered)

với trễ hữu hạn.

3. PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU

Luận án sử dụng các công cụ của giải tích đa trị, lí thuyết nửa nhóm ([61]),

giải tích phân thứ, lí thuyết điểm bất động, để thực hiện các nội dung

nghiên cứu nêu trên. Ngoài ra đối với các nội dung cụ thể, chúng tôi sử

dụng một số kỹ thuật tương ứng:

• Nghiên cứu tính giải được của các bài toán phi tuyến: Phương pháp

ước lượng theo độ đo không compact [40].

• Nghiên cứu sự tồn tại nghiệm phân rã và tốc độ phân rã cũng như tính

ổn định tiệm cận yếu của nghiệm: Sử dụng lí thuyết điểm bất động

theo cách tiếp cận của Burton và Furumochi [7, 8], kỹ thuật về ước

lượng độ đo không compact và các định lí điểm bất động cho ánh xạ

nén trình bày trong [2].

• Nghiên cứu tính hút trong thời gian hữu hạn dựa trên khái niệm được

đưa ra bởi Giesl và Rasmussen trong [28].

4. CẤU TRÚC VÀ CÁC KẾT QUẢ CỦA LUẬN ÁN

Ngoài phần Mở đầu, Kết luận, Danh mục công trình và Tài liệu tham khảo,

luận án được chia làm bốn chương:

• Chương 1: Kiến thức chuẩn bị. Trong chương này, chúng tôi nhắc lại

các kết quả về giải tích phân thứ, lí thuyết giải thức, lí thuyết độ đo

không compact (MNC) và ánh xạ nén, một số kiến thức về giải tích đa

trị.

• Chương 2: Tính ổn định nghiệm của phương trình tán xạ-sóng nửa

tuyến tính chứa xung và trễ hữu hạn. Trong chương này, chúng tôi chứng

minh tính ổn định của nghiệm cho một lớp phương trình vi tích phân

phân thứ với trễ hữu hạn.

• Chương 3: Tính ổn định tiệm cận yếu của nghiệm bao hàm thức vi

phân dạng tán xạ-sóng với trễ vô hạn. Trong chương này, chúng tôi
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chứng minh tính ổn định tiệm cận yếu của nghiệm cho một lớp bao

hàm thức vi tích phân phân thứ với trễ vô hạn.

• Chương 4: Tính hút trong thời gian hữu hạn của nghiệm phương trình

sóng phân thứ có trọng. Trong chương này, với phương trình vi phân

phân thứ có trọng và trễ hữu hạn, chúng tôi chứng minh tính hút trong

khoảng thời gian hữu hạn của nghiệm khi phần phi tuyến tăng trưởng

trên tuyến tính.

5. Ý NGHĨA CỦA CÁC KẾT QUẢ TRONG LUẬN ÁN

Các kết quả thu được trong luận án góp phần làm phong phú thêm hướng

nghiên cứu ổn định nghiệm cho các phương trình và bao hàm thức vi tích

phân phân thứ có trễ trong trong không gian Banach tổng quát, có thể áp

dụng cho nhiều lớp phương trình đạo hàm riêng phi tuyến cũng như các hệ

vi phân thường có trễ.

Các kết quả chính của luận án đã được công bố trong 02 bài báo trên

các tạp chí khoa học chuyên ngành (liệt kê ở mục “Danh mục công trình

khoa học của tác giả liên quan đến luận án”), 01 bài báo đã hoàn thành ở

dạng tiền ấn phẩm. Các nội dung chính trong luận án đã được báo cáo tại:

1. Xêmina của Bộ môn Giải tích, Khoa Toán - Tin, Trường Đại học Sư

phạm Hà Nội;

2. Hội thảo cho Nghiên cứu sinh, Khoa Toán-Tin, Trường Đại học Sư

phạm Hà Nội, 2018.
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Chương 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

1.1. GIẢI TÍCH PHÂN THỨ

1.1.1. Đạo hàm và tích phân phân thứ

Mục này gồm một số định nghĩa và tính chất của đạo hàm và tích phân

phân thứ, chi tiết có thể xem trong cuốn chuyên khảo [43].

Cho m ∈ N+ và J = (0;T ), 1 ≤ p < +∞. Không gian Sobolev có thể

định nghĩa theo cách sau (xem [11]):

Wm,p(J ;E) =
{
f | ∃ϕ ∈ Lp(J ;E) : f(t) =

m−1∑
k=0

ck
tk

k!

+
tm−1

(m− 1)!
∗ ϕ(t), t ∈ J

}
, (1.1)

ở đây ‘∗’ là tích chập Laplace xác định bởi

(k ∗ `)(t) =

∫ t

0

k(t− s)`(s)ds, t ∈ R+, k ∈ L1(R+), ` ∈ L1(R+;E);

và ck = f (k)(0); với mỗi f ∈ Wm,p(J ;E) ta có ϕ(t) = f (m)(t)(theo nghĩa

hầu khắp nơi). Đặt

Wm,p
0 (J ;E) = {f ∈ Wm,p(J ;E) | f (k)(0) = 0, k = 0, 1, 2, ...,m− 1}.

Vậy, f ∈ Wm,p
0 (J ;E) khi và chỉ khi f = tm−1

(m−1)!
∗ ϕ(t) với ϕ ∈ Lp(J ;E)

nào đó.

Ví dụ 1.1. Lấy J = (−1; 1), khi đó:

(i) Hàm f = |x| ∈ W 1,p(J) với 1 ≤ p < +∞ và f ′ = ϕ ở đây

ϕ(x) =

{
+1 nếu 0 < x < 1

−1 nếu − 1 < x < 0.

Tổng quát, nếu hàm f ∈ Cm−1(J) và Cm(J) từng khúc thì f ∈
Wm,p(J).
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(ii) Hàm ϕ xác định như trên không thuộcW 1,p(J) với bất kỳ 1 ≤ p < +∞.

Cho α ≥ 0, kí hiệu

gα(t) =


tα−1

Γ(α)
nếu t > 0,

0 nếu t ≤ 0,
(1.2)

trong đó Γ(p) =

+∞∫
0

tp−1e−tdt, p > 0 là hàm Gamma. Dễ thấy gα thỏa mãn

tính chất nửa nhóm

gα ∗ gβ = gα+β.

Định nghĩa 1.1. Tích phân phân thứ Riemann-Liouville bậc α > 0 của

hàm f ∈ L1(J ;E), được xác định bởi

Iα0 f(t) = (gα ∗ f)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s)ds, t > 0.

Khi α = n ∈ N, Định nghĩa 1.1 có dạng

In0 f(t) =

∫ t

0

ds1

∫ s1

0

ds2...

∫ sn−1

0

f(sn)dsn

=
1

(n− 1)!

∫ t

0

(t− s)n−1f(s)ds.

Định nghĩa 1.2. Đạo hàm phân thứ Riemann-Liouville bậc α ∈ (m −
1,m),m ∈ N+ của hàm f ∈ L1(J ;E), gm−α ∗ f ∈ Wm,1(J ;E) xác định

bởi

Dα
0 f(t) =

dm

dtm
Im−α0 f(t)

=
dm

dtm
(gm−α ∗ f)(t)

=
1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

0

(t− s)m−α−1f(s)ds.

Định nghĩa 1.3. Đạo hàm phân thứ Caputo bậc α ∈ (m−1,m),m ∈ N+

của hàm f ∈ Wm,1(J ;E) xác định bởi

CDα
0 f(t) = Im−α0

dm

dtm
f(t) =

1

Γ(m− α)

∫ t

0

(t− s)m−α−1f (m)(s)ds.
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Nếu thay f ∈ Wm,1(J ;E) bởi điều kiện f ∈ Cm−1(J ;E); gm−α ∗ f ∈
Wm,1(J ;E) ta có biễu diễn tương đương sau

CDα
0 f(t) = Dα

0

(
f(t)−

m−1∑
k=0

f (k)(0)gk+1(t)

)
.

Định lí 1.1. Cho α ∈ (m− 1;m),m ∈ N+. Khi đó:

(i) Với mỗi f ∈ L1(J ;E), ta có

CDα
0 I

α
0 f(t) = f(t);

(ii) Nếu f ∈ Cm−1(J ;E); gm−α ∗ f ∈ Wm,1(J ;E) thì

Iα0
CDα

0 f(t) = f(t)−
m−1∑
k=0

f (k)(0)gk+1(t).

1.1.2. Đạo hàm và tích phân phân thứ có trọng

Trong mục này chúng tôi nhắc lại một số định nghĩa về tích phân và đạo

hàm phân thứ có trọng.

Cho σ là một số không âm, với α ≥ 0, đặt

gα,σ(t) = e−σtgα(t).

Định nghĩa 1.4. Tích phân phân thứ Riemann-Liouville có trọng với bậc

α > 0 của hàm f ∈ L1(J ;E), được định nghĩa bởi

Iα,σ0 f(t) = (gα,σ ∗ f)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1e−σ(t−s)f(s)ds,

giả thiết tích phân ở vế phải hội tụ.

Định nghĩa 1.5. Cho hàm f ∈ Wm,1(J ;E),m ∈ N+, đạo hàm phân thứ

có trọng theo nghĩa Caputo với bậc α ∈ (m− 1,m), được định nghĩa bởi

CDα,σ
0 f(t) = Im−α,σ0

dm

dtm
f(t) =

e−σt

Γ(m− α)

∫ t

0

(t−s)m−α−1 d
m

dsm
(eσsf(s)) ds.

Lưu ý: Khi σ = 0 khái niệm đạo hàm và tích phân phân thứ có trọng

trở thành khái niệm đạo hàm và tích phân phân thứ theo nghĩa tương ứng

đã được trình bày ở mục trên.
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1.2. LÍ THUYẾT GIẢI THỨC

Mục này trình bày một số khái niệm cơ bản và một vài kết quả liên quan đến

họ cosine, nửa nhóm và giải thức, chi tiết có thể tham khảo trong [19, 71].

Kí hiệu L(E) là không gian các toán tử tuyến tính, bị chặn trên không

gian Banach E.

Định nghĩa 1.6. Một họ các toán tử C(t) ∈ L(E), t ∈ R, được gọi là một

họ cosine trên E, nếu

(i) C(0) = I , I là phép đồng nhất trên E,

(ii) C(t+ s) + C(t− s) = 2C(t)C(s) với mọi t, s ∈ R.

Khái niệm họ cosine có quan hệ mật thiết với khái niệm nửa nhóm các

toán tử tuyến tính trong không gian Banach.

Định nghĩa 1.7. Một họ S(t) ∈ L(E), 0 ≤ t < +∞, được gọi là nửa

nhóm các toán tử tuyến tính bị chặn (gọi tắt là nửa nhóm) trên E, nếu nó

thỏa mãn:

(i) S(0) = I ,

(ii) S(t+ s) = S(t)S(s) với mọi t, s ≥ 0.

Định nghĩa 1.8. Họ F = {F (t)}t∈T các toán tử tuyến tính bị chặn trên

không gian Banach E được gọi là liên tục mạnh nếu với mỗi x ∈ E, quỹ

đạo của F tương ứng với x, T 3 t → F (t)x ∈ E liên tục. Một nửa nhóm

liên tục mạnh còn được gọi là một C0-nửa nhóm.

Một C0-nửa nhóm hoặc một họ cosine liên tục mạnh trên không gian

Banach được đặc trưng duy nhất bởi các toán tử sinh tương ứng.

Định nghĩa 1.9. Ta nói rằng toán tử tuyến tính A là toán tử sinh của nửa

nhóm liên tục mạnh {S(t)}t≥0, nếu nó được xác định bởi

Ax =
d

dt

∣∣
0
S(t)x = lim

s→0+

S(s)x− x
s

,

với mọi x ∈ D(A), trong đó D(A) là miền xác định của A, được xác định

như sau

D(A) =

{
x ∈ E : lim

s→0+

S(s)x− x
s

tồn tại trong E

}
.
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Định nghĩa 1.10. Toán tử sinh A của một họ cosine liên tục mạnh C(t)t∈R
trên E, được định nghĩa bởi

Ax =
d2

dt2
∣∣
0
C(t)x = lim

s→0

2

s2
(C(s)x− x),

với mọi x ∈ D(A), trong đó D(A) là miền xác định của A, với

D(A) =

{
x ∈ E : lim

s→0

2

s2
(C(s)x− x) tồn tại trong E

}
.

Định lí sau cho ta một điều kiện cần để toán tử tuyến tính A sinh ra một

C0-nửa nhóm:

Định lí 1.2. Toán tử sinh của một C0-nửa nhóm phải là một toán tử tuyến

tính đóng và xác định trù mật.

Ví dụ 1.2. Xét E = Cub(R+) = {f : R+ → R : ‖f‖ = sup
s∈R+

|f(s)| < +∞}

là không gian các hàm liên tục đều và bị chặn trên R+. Họ toán tử {S(t)}t≥0

được xác định như sau:

S(t) : E → E

(S(t)f)(s) = f(t+ s), s ∈ R+.

Khi đó, {S(t)}t≥0 là một C0-nửa nhóm và toán tử sinh là toán tử đạo hàm

Af(s) = f ′(s),

với miền xác định D(A) = {f ∈ E : f khả vi và f ′ ∈ E}.
Định lí 1.3. Giả sử {S(t)}t≥0 là một C0-nửa nhóm. Khi đó, tồn tại các

hằng số ω ∈ R và M0 ≥ 1, sao cho

‖S(t)‖ ≤M0e
ωt, với mọi t ≥ 0.

Nếu ω ≤ 0,M0 = 1 thì {S(t)}t≥0 được gọi là nửa nhóm co.

Năm 1980, Da Prato và Iannelli giới thiệu khái niệm về các họ giải thức,

có thể xem như là một sự mở rộng của khái niệm C0- nửa nhóm để nghiên

cứu lớp các phương trình vi tích phân [62]. Sau đó, lí thuyết về các họ giải

thức đã được phát triển nhanh chóng với mục đích nghiên cứu phương trình

Volterra tổng quát

u(t) = f(t) +

∫ t

0

a(t− s)Au(s)ds, t ≥ 0,

ở đây a ∈ L1
loc(R+), A là toán tử tuyến tính đóng trên không gian Banach

phức X và f : R+ → X là hàm liên tục.
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Định nghĩa 1.11. Cho α > 0. Toán tử Sα : R+ → L(E) được gọi là một

α- giải thức nếu các điều kiện sau được thỏa mãn

(a) Sα(·) liên tục mạnh trên R+ và Sα(0) = I ;

(b) Sα(s)Sα(t) = Sα(t)Sα(s), với mọi s, t ≥ 0;

(c) phương trình hàm

Sα(s)Iα0 Sα(t)− Iα0 Sα(s)Sα(t) = Iα0 Sα(t)− Iα0 Sα(s),

thỏa mãn với mọi s, t ≥ 0.

Toán tử sinh A của Sα, được định nghĩa bởi

D(A) :=

{
x ∈ E : lim

t→0+

Sα(t)x− x
gα+1(t)

tồn tại trong E

}
và

Ax := lim
t→0+

Sα(t)x− x
gα+1(t)

, x ∈ D(A),

với gα(t) là hàm cho bởi công thức (1.2).

Định nghĩa 1.12. Một α- giải thức Sα được gọi là bị chặn mũ nếu tồn tại

các hằng số M1 ≥ 1, ω ≥ 0, sao cho

‖Sα(t)‖ ≤M1e
ωt, t ≥ 0.

Trong trường hợp này ta viết A ∈ Cα(M1, ω), ở đây A là toán tử sinh

của Sα.

Mệnh đề 1.1. Cho Sα là một α-giải thức sinh bởi A. Các khẳng định sau

đây là đúng:

(a) Sα(t)D(A) ⊂ D(A) và ASα(t)x = Sα(t)Ax với mọi x ∈ D(A) và

t ≥ 0.

(b) Với mọi x ∈ E, Iα0 Sα(t)x ∈ D(A) và

Sα(t)x = x+ AIα0 Sα(t)x, t ≥ 0.

(c) x ∈ D(A) và Ax = y nếu và chỉ nếu

Sα(t)x = x+ Iα0 Sα(t)y, t ≥ 0.

(d) A là toán tử đóng và xác định trù mật.
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(e) Sα(·)x là nghiệm tích phân duy nhất của bài toán Cauchy tổng quát

Dα
0u(t) = Au(t), t > 0,

u(0) = x, u(k) = 0, k = 1, 2, ..., dαe − 1,

với mỗi x ∈ E, ở đây dαe là số tự nhiên nhỏ nhất lớn hơn hoặc bằng

α.

Mệnh đề 1.2. Cho α > 0, A ∈ Cα(M1, ω) nếu và chỉ nếu (ωα,+∞) ⊂
ρ(A) và tồn tại một hàm liên tục mạnh Sα : R+ → L(E) sao cho ‖Sα(t)‖ ≤
M1e

ωt với mọi t ≥ 0 và

λα−1(λαI − A)−1x =

∫ +∞

0

e−λtSα(t)xdt, Reλ > ω,

với mọi x ∈ E. Hơn nữa, Sα là α-giải thức sinh bởi A.

Trong trường hợp tổng quát, khi so sánh với khái niệm C0-nửa nhóm

(hay họ hàm cosine), ta thấy rằng họ giải thức không có tính chất nửa

nhóm T (t+ s) = T (t)T (s) (cũng như tính chất của họ hàm cosine C(t+

s) + C(t − s) = 2C(t)C(s)). Tuy nhiên, trong một số trường hợp cụ thể

chẳng hạn với α = 1, Sα(·) = S1(·) là một C0- nửa nhóm hay với α = 2,

ta có một họ cosine S2(·). Theo nguyên lí phụ thuộc [6], nếu A sinh ra một

β-giải thức với β > α thì nó cũng sinh ra một α-giải thức. Đặc biệt, nếu

A là toán tử sinh của một họ cosine, thì tồn tại một α-giải thức sinh bởi

A với α ∈ (1, 2).

Một kết quả khác về sự tồn tại của α-giải thức đã được nghiên cứu trong

[18].

Định nghĩa 1.13. Cho A là một toán tử đóng, xác định trù mật trên

không gian Banach E. Khi đó A được gọi là một toán tử quạt kiểu (ω, θ),

nếu tồn tại ω ∈ R, θ ∈ [0, π
2
),N > 0 sao cho tập giải của nó nằm trong

C\Σω,θ và

‖(λI − A)−1‖ ≤ N
|λ− ω|

, λ 6∈ Σω,θ,

ở đây

Σω,θ =

{
{ω + λ : λ ∈ C, |arg(−λ)| < θ} nếu θ > 0,

(−∞, ω) nếu θ = 0.
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Trong trường hợp A là một toán tử quạt kiểu (ω, θ) với 0 ≤ θ < π(1−
α/2), Sα(·) tồn tại và có công thức sau:

Sα(t) =


1

2πi

∫
γ

etλλα−1(λαI − A)−1dλ nếu t > 0,

I nếu t = 0,
(1.3)

với γ là một đường thích hợp nằm ngoài Σω,θ. Hơn nữa, ta có kết quả sau

về dáng điệu của Sα(·):

Định lí 1.4. ([18, Định lí 1]) Cho A : D(A) ⊂ X → X là toán tử quạt

kiểu (ω, θ) với 0 ≤ θ < π(1 − α/2). Khi đó, tồn tại Ĉ > 0 độc lập với t

sao cho

‖Sα(t)‖ ≤


Ĉ(1 + ω tα)eω

1/αt, ω ≥ 0,

Ĉ

1 + |ω|tα
, ω < 0,

(1.4)

với t ≥ 0.

Trong trường hợp A là toán tử quạt kiểu (0, θ) với góc θ ∈ [0, (1− α
2
)π)

và 0 ∈ ρ(A), ta thu được các kết quả.

Định lí 1.5. ([47, Định lí 3.1, 3.2, 3.7]). Họ toán tử {Sα(t)} cho bởi (1.3)

thỏa mãn

(1) Tồn tại M ≥ 1 sao cho ‖Sα(t)‖ ≤M với mọi t ≥ 0.

(2) Ánh xạ t 7→ Sα(t) là liên tục theo chuẩn với t > 0.

(3) Nếu R(λ,A) = (λI−A)−1 compact với λ ∈ ρ(A), khi đó Sα(t) compact

với t > 0. Đặc biệt, nếu A sinh ra một C0-nửa nhóm compact, thì Sα(t)

cũng compact với t > 0.

Với hàm gα cho bởi (1.2), ta có định lí sau.

Định lí 1.6. ([47, Định lí 3.6, 5.3]). Khi t > 0, ta có

(1) Tồn tại Cα > 0 sao cho ‖(gα−1 ∗ Sα)(t)‖ ≤ Cαt
α−1;

(2) Với mọi x ∈ X, (gα−1 ∗ Sα)(t)x ∈ D(A) và ‖A(gα−1 ∗ Sα)(t)x‖ ≤
C

t
‖x‖ với hằng số dương C nào đó;

(3) S ′α(t) = −A(gα−1 ∗ Sα)(t);

(4)
∥∥∥∥ ddt(gα−1 ∗ Sα)(t)

∥∥∥∥ ≤ Cαt
α−2,

22



ở đây kí hiệu ‘ ∗’ là tích chập Laplace.

1.3. ĐỘ ĐO KHÔNG COMPACT VÀ CÁC ƯỚC LƯỢNG

Trong mục này, chúng tôi trình bày khái niệm độ đo không compact và một

số ước lượng liên quan xem [5, 40].

Định nghĩa 1.14. Hàm β : Pb(E) → R+ được gọi là một độ đo không

compact trong E nếu

β(co Ω) = β(Ω) với mọi Ω ∈ Pb(E),

trong đó co Ω là bao lồi đóng của Ω.

Độ đo β được gọi là:

(i) đơn điệu nếu Ω1,Ω2 ∈ Pb(E), Ω1 ⊂ Ω2 kéo theo β(Ω1) ≤ β(Ω2);

(ii) không suy biến nếu β({x} ∪ Ω) = β(Ω) với mỗi x ∈ E,Ω ∈ Pb(E);

(iii) bất biến với nhiễu compact nếu β(K∪Ω) = β(Ω) với mọi tập compact

tương đối K ⊂ E và Ω ∈ Pb(E);

(iv) nửa cộng tính β(Ω0 ∪ Ω1) ≤ max{β(Ω0), β(Ω1)} với mọi Ω0,Ω1 ∈
Pb(E);

(v) nửa cộng tính đại số nếu β(Ω1+Ω2) ≤ β(Ω1)+β(Ω2) với mỗi Ω1,Ω2 ∈
Pb(E);

(vi) chính quy nếu β(Ω) = 0 tương đương với tính compact tương đối của

Ω.

Một ví dụ quan trọng về độ đo không compact là độ đo Hausdorff χ(·),
được định nghĩa như sau:

Hàm χ : Pb(E)→ R+ xác định bởi

χ(B) = inf{ε > 0 : B có một ε-lưới hữu hạn},

được gọi là độ đo không compact Hausdorff trên E.

Dựa vào độ đo Hausdorff χ, ta đưa ra khái niệm độ đo rời rạc χ0 như

sau:

χ0(Ω) = sup{χ(D) : D ∈ ∆(Ω)},
trong đó ∆(Ω) là họ tất cả các tập con không quá đếm được của Ω (xem

[5]). Ta có
1

2
χ(Ω) ≤ χ0(Ω) ≤ χ(Ω),
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với mọi tập bị chặn Ω ⊂ E.

Mệnh đề 1.3. Kí hiệu χ là độ đo Hausdorff trong E và Ω ⊂ E là một tập

bị chặn. Khi đó, với mọi ε > 0, tồn tại một dãy {xn} ⊂ Ω sao cho

χ(Ω) ≤ 2χ({xn}) + ε.

Kí hiệu J = [0, T ].

Định nghĩa 1.15. Cho D ⊂ L1(J ;E). Ta gọi D là tập bị chặn tích phân

nếu tồn tại hàm ν ∈ L1(J) := L1(J ;R+) sao cho

‖f(t)‖ ≤ ν(t)

với mọi f ∈ D và với hầu khắp t ∈ J .

Mệnh đề 1.4 ([40], Định lí 4.2.2). Nếu {wn} ⊂ L1(J ;E) bị chặn tích

phân, thì

χ
({∫ t

0

wn(s)ds
})
≤ 2

∫ t

0

χ({wn(s)})ds,

với t ∈ J .

Áp dụng Mệnh đề 1.3 và Mệnh đề 1.4, ta có mệnh đề sau đây.

Mệnh đề 1.5. Nếu D ⊂ L1(J ;E) sao cho D bị chặn tích phân và

χ(D(t)) ≤ q(t), với hầu khắp t ∈ J

và q ∈ L1(J ;R+), thì

χ

(∫ t

0

D(s)ds

)
≤ 4

∫ t

0

q(s)ds

với t ∈ J , ở đây

∫ t

0

D(s)ds =

{∫ t

0

ξ(s)ds : ξ ∈ D
}
.

Chứng minh. Với ε > 0, tồn tại một dãy {ξn} ⊂ D sao cho

χ
( ∫ t

0

D(s)ds
)
≤ 2χ

({∫ t

0

ξn(s)ds
})

+ ε,

do Mệnh đề 1.3. Áp dụng Mệnh đề 1.4, ta có

χ
( ∫ t

0

D(s)ds
)
≤ 4

∫ t

0

χ({ξn(s)})ds+ ε

≤ 4

∫ t

0

q(s)ds+ ε.

Do ε là bất kì, ta có điều phải chứng minh.

24



Bây giờ, ta định nghĩa hai độ đo không compact trên C([0, T ];E) sẽ

được sử dụng trong các chương sau. Cho trước L > 0 và D ⊂ C([0, T ];E),

đặt

ωT (D) = sup
t∈[0,T ]

e−Ltχ(D(t)), với D(t) := {x(t) : x ∈ D}, (1.5)

modT (D) = lim
δ→0

sup
x∈D

max
t,s∈[0,T ],|t−s|<δ

‖x(t)− x(s)‖. (1.6)

Theo [40, Ví dụ 2.1.2, 2.1.4], ωT và modT là các độ đo không compact thỏa

mãn tất cả các tính chất phát biểu trong Định nghĩa 1.14, ngoại trừ tính

chính quy. Thêm nữa, với D ⊂ C([0, T ];E),

• ωT (D) = 0 khi và chỉ khi D(t) compact tương đối với mọi t ∈ [0, T ];

• modT (D) = 0 khi và chỉ khi D đồng liên tục.

Đặt

χT (D) = ωT (D) +modT (D),

khi đó χT là một độ đo không compact chính quy trên C([0, T ];E). Thật

vậy, nếu χT (D) = 0 thì ωT (D) = modT (D) = 0. Điều này chứng tỏ rằng

D(t) là compact tương đối với mọi t ∈ [0, T ] và D là đồng liên tục. Do đó

D là compact tương đối theo Định lí Arzelà-Ascoli.

1.4. ÁNH XẠ NÉN VÀ CÁC ĐỊNH LÍ ĐIỂM BẤT ĐỘNG

1.4.1. Một số vấn đề về giải tích đa trị

Trong mục này, chúng tôi trình bày về một số khái niệm và kết quả của giải

tích đa trị, chi tiết hơn có thể xem trong [40]. Cho Y là một không gian

metric.

Định nghĩa 1.16. Ánh xạ đa trị F : Y → P(E) được gọi là:

(i) nửa liên tục trên nếu F−1(V ) = {y ∈ Y : F(y) ∩ V 6= ∅} là tập con

đóng của Y với mọi tập đóng V ⊂ E;

(ii) nửa liên tục trên yếu nếu F−1(V ) là tập con đóng của Y với mọi tập

đóng yếu V ⊂ E;

(iii) đóng nếu đồ thị ΓF = {(y, z) : z ∈ F(y)} là tập đóng trong Y × E;

(iv) compact nếu F(Y ) compact tương đối trong E;
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(v) tựa compact nếu ánh xạ hạn chế trên một tập con compact A ⊂ Y bất

kì là compact.

Ta có kết quả sau về điều kiện nửa liên tục trên của một ánh xạ đa trị.

Bổ đề 1.1 ([40, Định lí 1.1.12]). Cho G : Y → P(E) là ánh xạ đa trị

đóng, tựa compact và có giá trị compact. Khi đó, G nửa liên tục trên.

Bổ đề 1.2 ([9, Mệnh đề 2]). Cho E là một không gian Banach và Ω là một

tập khác rỗng của một không gian Banach X. Giả sử rằng G : Ω→ P(E)

là ánh xạ đa trị có giá trị lồi, compact yếu. Khi đó, G nửa liên tục trên yếu

nếu và chỉ nếu {xn} ⊂ Ω với xn → x0 ∈ Ω và yn ∈ G(xn) kéo theo tồn tại

dãy con của yn hội tụ yếu về y0 ∈ G(x0).

Sau đây, ta nhắc lại khái niệm hàm chọn và nêu một số kết quả được

dùng trong Chương 3.

Định nghĩa 1.17. Hàm f : [a, b] → E, với [a, b] ⊂ R, được gọi là hàm

chọn đo được mạnh của hàm đa trị F : [a, b] → Kv(E) nếu f đo được

mạnh và

f(t) ∈ F (t), với hầu khắp t ∈ [a, b].

Định nghĩa 1.18. Dãy {fn} ⊂ L1(J ;E) được gọi là nửa compact nếu dãy

này bị chặn tích phân và {fn(t)} ⊂ K(t) với hầu khắp t ∈ J , trong đó

K(t) ⊂ E, t ∈ J , là một họ các tập compact.

Ta biết rằng nếu {fn} là một dãy nửa compact trong L1(J ;E), thì {fn}
compact yếu [21, 40]. Ta cần sử dụng kết quả đã được chứng minh trong

[70, Bổ đề 1] như sau:

Bổ đề 1.3. Cho Φ(t, s) là một họ các toán tử tuyến tính bị chặn trên X

với t, s ∈ [0, T ], s ≤ t. Giả sử rằng Φ thỏa mãn các điều kiện sau:

(Φ1) tồn tại hàm ρ ∈ Lq(0, T ), q ≥ 1 sao cho ‖Φ(t, s)‖ ≤ ρ(t− s) ∀t, s ∈
[0, T ], s ≤ t;

(Φ2) ‖Φ(t, s) − Φ(r, s)‖ ≤ ε với 0 ≤ s ≤ r − ε, r < t = r + h ≤ T và

ε = ε(h)→ 0 khi h→ 0.

Khi đó, toán tử S : Lq
′
(0, T ;X)→ C([0, T ];X) định nghĩa bởi

(Sg)(t) :=

∫ t

0

Φ(t, s)g(s)ds

biến mỗi tập bị chặn tích phân thành tập đồng liên tục, ở đây q′ là liên hợp

của q (q′ = +∞ nếu q = 1).
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1.4.2. Ánh xạ nén và một số định lí điểm bất động

Lí thuyết điểm bất động cho ánh xạ nén là công cụ cơ bản để chứng minh

sự tồn tại nghiệm cho các bài toán trong luận án. Ngoài ra lí thuyết điểm

bất động cũng được sử dụng để nghiên cứu tính ổn định của các hệ vi phân

theo đề xuất của Burton và Furumochi [7, 8]. Chi tiết hơn về ánh xạ nén

và các định lí điểm bất động cho ánh xạ nén, có thể xem trong [5, 40].

Định nghĩa 1.19. Ánh xạ F : Z ⊆ E → P(E) được gọi là một ánh xạ

nén theo độ đo β (β-nén) nếu với tập bị chặn Ω ⊂ Z, bất đẳng thức

β(Ω) ≤ β(F(Ω))

suy ra tính compact tương đối của Ω.

Với β là một độ đo đơn điệu và không suy biến trong E, từ Hệ quả 3.3.1

và Mệnh đề 3.5.1 trong [40] ta có định lí điểm bất động sau.

Định lí 1.7. ChoM là một tập con lồi, đóng, bị chặn của E và F :M→
Kv(M) là ánh xạ đóng và β−nén. Khi đó, Fix(F) := {x ∈ F(x)} là tập

khác rỗng và compact.

Các nguyên lí điểm bất động sau đây được coi là hệ quả của Định lí 1.7.

Định lí 1.8. Cho M là một tập con lồi, compact trong E và F : M →
P(M) là một ánh xạ đa trị đóng với giá trị lồi. Khi đó, Fix(F) là tập khác

rỗng.

Định lí 1.9. ChoM là một tập con lồi, đóng, bị chặn của E và F :M→
M là một ánh xạ liên tục và β-nén. Khi đó, Fix(F) := {x ∈ E : x =

F(x)} là một tập compact khác rỗng.

1.5. TÍNH ỔN ĐỊNH CỦA CÁC HỆ VI PHÂN

1.5.1. Ổn định Lyapunov

Ta nhắc lại một số khái niệm cơ bản về ổn định theo nghĩa Lyapunov, ổn

định yếu cho trường hợp không ô-tô-nôm xem [31].

Xét hệ

y′ = g(t, y), (1.7)

với g : R+ × Rn → Rn là hàm liên tục. Giả sử ŷ là một nghiệm của (1.7)

trên [t0,+∞).
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Định nghĩa 1.20. Nghiệm ŷ của (1.7) được gọi là ổn định Lyapunov nếu

với mỗi ε > 0 tồn tại δ(ε, t0) > 0 sao cho nếu

‖y0 − ŷ(t0)‖ < δ(ε, t0),

thì

‖y(t; t0, y0)− ŷ(t)‖ < ε,

với mọi t ≥ t0; ở đây y(.; t0, y0) là nghiệm của (1.7) sao cho y(t0; t0, y0) = y0.

Trong định nghĩa trên nếu δ không phụ thuộc vào t0 thì ta có khái niệm

ổn định Lyapunov đều.

Khái niệm ổn định theo nghĩa Lyapunov tổng quát có thể quy về một

trường hợp đặc biệt bằng cách xét hệ sau

x′ = f(t, x), (1.8)

ở đây f(t, x) = g(t, x+ ŷ(t))− g(t, ŷ(t)).

Ta thấy rằng f(t, 0) ≡ 0, do đó x(t) ≡ 0 là một nghiệm của (1.8).

Hơn nữa, nếu y(t) là một nghiệm của (1.7) thì x(t) xác định bởi x(t) =

y(t)− ŷ(t) là một nghiệm của (1.8). Ngược lại, nếu x(t) là một nghiệm của

(1.8) thì y(t) xác định bởi y(t) = x(t) + ŷ(t) là một nghiệm của (1.7). Do

đó, tính ổn định của nghiệm ŷ của (1.7) tương đương với tính ổn định của

nghiệm x ≡ 0 của (1.8). Vì vậy, không mất tính tổng quát, từ đây về sau

chúng ta chỉ xét tính ổn định của nghiệm x ≡ 0 đối với hệ dạng (1.8).

Định nghĩa 1.21. Nghiệm x ≡ 0 của (1.8) được gọi là:

∗ Hút nếu tồn tại δ0 > 0, sao cho nếu ‖x0‖ < δ0 thì với mọi nghiệm
x(t; t0, x0) của (1.8) ta có lim

t→+∞
x(t; t0, x0) = 0.

∗ Hút yếu nếu tồn tại δ0 > 0, sao cho nếu ‖x0‖ < δ0 thì tồn tại nghiệm
x(t; t0, x0) của (1.8) thỏa mãn lim

t→+∞
x(t; t0, x0) = 0.

Dựa vào các khái niệm về tính hút như trên ta đưa ra các khái niệm ổn

định tiệm cận cho hệ (1.8) như sau.

Định nghĩa 1.22. Nghiệm x ≡ 0 của (1.8) được gọi là:

∗Ổn định tiệm cận theo nghĩa Lyapunov nếu nó ổn định Lyapunov và

thỏa mãn tính hút.

∗Ổn định tiệm cận yếu nếu nó ổn định Lyapunov và hút yếu.
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Định nghĩa 1.23. Nghiệm x ≡ 0 của (1.8) được gọi là ổn định mũ nếu

tồn tại δ > 0, α > 0, β ≥ 1 sao cho với mọi x0 với ‖x0‖ < δ ta có

‖x(t; t0, x0)‖ ≤ βe−α(t−t0)‖x0‖ với t ≥ t0.

Dựa vào định nghĩa trên ta thấy rằng từ tính ổn định mũ ta suy ra được

tính ổn định tiệm cận của nghiệm. Ngoài ra, tính ổn định mũ còn cho ta

biết tốc độ hội tụ của nghiệm khi t→ +∞.

1.5.2. Ổn định thời gian hữu hạn và tính hút trong thời gian hữu hạn

Trong phần này chúng tôi đưa ra một số khái niệm và kết quả liên quan

đến tính ổn định trong thời gian hữu hạn và tính hút trong thời gian hữu

hạn. Khái niệm ổn định thời gian hữu hạn cho hệ động lực đã được giới

thiệu bởi Weiss và Infante [75], còn khái niệm hút trong thời gian hữu hạn

được đề cập bởi Giesl và Rasmussen [28] đối với hệ vi phân không có trễ,

trong không gian hữu hạn chiều. Khác với ổn định Lyapunov, ổn định thời

gian hữu hạn liên quan đến tính bị chặn của hàm trạng thái trong khoảng

thời gian hữu hạn.

Xét phương trình vi phân

x′ = f(t, x); t ∈ J , (1.9)

ở đây x(t) ∈ Rn,J = [t0; t0 + T ). Hàm f : J × Rn → Rn được giả thiết

đủ trơn theo x và t (trên J ) để đảm bảo sự tồn tại và tính duy nhất của

nghiệm trên J cũng như sự phụ thuộc liên tục của nghiệm vào dữ kiện ban

đầu tại t0.

Định nghĩa 1.24. ([75, Định nghĩa 1])(Ổn định thời gian hữu hạn). Hệ
(1.9) được gọi là ổn định ứng với (α, β,J ), α ≤ β, nếu với mỗi quỹ đạo

x(t) thỏa mãn ‖x(t0)‖ < α thì ‖x(t)‖ < β, với mọi t ∈ J .

Nhận xét 1.1. Khái niệm ổn định thời gian hữu hạn và khái niệm ổn định

tiệm cận Lyapunov là hai khái niệm độc lập theo nghĩa: một hệ ổn định thời

gian hữu hạn thì có thể không ổn định tiệm cận Lyapunov, ngược lại một

hệ ổn định tiệm cận Lyapunov có thể không ổn định thời gian hữu hạn.

Để minh họa cho nhận xét trên, ta đưa ra ví dụ sau:

Ví dụ 1.3. ([36, Ví dụ 2.1]) Xét các phương trình vi phân có trễ

ẋ(t) = −1.2x(t) +
t+ 2

t+ 1
x(t− 1), t ≥ 0, (1.10)
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ẋ(t) = −0.8x(t) +
t

t+ 6
x(t− 1), t ≥ 0. (1.11)

Phương trình (1.10) là ổn định tiệm cận Lyapunov toàn cục. Tuy nhiên,

phương trình này không ổn định thời gian hữu hạn ứng với α = 1; β =

1.25;T = 10. Ngược lại, phương trình (1.11) ổn định thời gian hữu hạn

ứng với α = 1; β = 1.5;T = 10 nhưng (1.11) không ổn định tiệm cận

Lyapunov, thậm chí mọi nghiệm khác không của (1.11) dần tới vô cùng khi

t→ +∞.

Kí hiệu ϕ(t, t0, ξ) là nghiệm của bài toán (1.9) với dữ kiện ban đầu

x(t0) = ξ.

Định nghĩa 1.25. ([28, Định nghĩa 2.1])(Tính hút trong khoảng thời gian
hữu hạn). Cho µ : J → Rn là một nghiệm của (1.9). Khi đó:

(i) µ được gọi là hút trên J nếu tồn tại η > 0 sao cho

‖ϕ(t0+T, t0, ξ)−µ(t0+T )‖ < ‖ξ−µ(t0)‖ với mọi ξ ∈ Bη(µ(t0))\{µ(t0)}.

(ii) µ được gọi là hút mũ trên J nếu

lim sup
η↘0

1

η
dist(ϕ(t0 + T, t0, Bη(µ(t0))); {µ(t0 + T )}) < 1,

và số

1

T
ln

(
lim sup

η↘0

1

η
dist(ϕ(t0 + T, t0, Bη(µ(t0))); {µ(t0 + T )})

)
,

được gọi là tốc độ hút mũ.

Để minh họa cho khái niệm trên, ta xét ví dụ sau

Ví dụ 1.4. ([28, Ví dụ 2.2]) Cho phương trình vi phân tuyến tính không

ô-tô-nôm

x′ = a(t)x,

với x ∈ R và a : [0, T ]→ R là hàm liên tục.

Nếu A :=
T∫
0

a(s)ds < 0, thì nghiệm tầm thường x(t) = 0, ∀t ∈ [0, T ]

là hút mũ trên [0, T ] với tốc độ hút là
A

T
. Vì

lim sup
η↘0

1

η
dist

(
λ(T, 0, Bη(0)), {0}

)
=

1

η
ηe

∫ T
0 a(s)ds = eA < 1,
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và
1

T
ln eA =

A

T
.

Từ định nghĩa dễ thấy rằng từ tính hút mũ ta suy ra được tính hút. Ví

dụ sau đây chỉ ra rằng điều ngược lại không đúng.

Ví dụ 1.5. ([28, Ví dụ 2.3]). Xét phương trình vi phân

ẋ = a(t)x3,

ở đây a : [0;T ]→ R là một hàm liên tục. Nếu A :=
∫ T

0 a(t)dt < 0 khi đó

nghiệm tầm thường là hút trên [0;T ], nhưng không hút mũ. Thật vậy, ta có

ϕ(T, 0, ξ) =
ξ√

1− 2Aξ2
.

Nghiệm tầm thường hút khi
√

1− 2Aξ2 > 1 với mọi ξ 6= 0 khi A < 0. Tuy

nhiên,

lim sup
η↘0

1

η
dist(ϕ(T, 0, Bη(0)); {0}) = lim sup

η↘0

1√
1− 2Aη2

= 1,

điều này chứng tỏ rằng nghiệm tầm thường không hút mũ trên [0;T ].

Nhận xét 1.2. Giả sử ta xét hệ (1.9) trên đoạn vô hạn nghĩa là hàm vế

phải f : R+
0 × Rn → Rn. Khi đó, nếu nghiệm µ : R+

0 → Rn là hút mũ

trên mỗi đoạn [0, T ] với T > 0 và tốc độ hút mũ tương ứng bị chặn thì µ

cũng hút theo nghĩa Lyapunov. Mặt khác, nếu một nghiệm hút theo nghĩa

Lyapunov trong thời gian vô hạn, thì nhìn chung có thể tồn tại đoạn [0, T ]

mà trên đó nó không có tính hút.

1.6. MỘT SỐ KẾT QUẢ BỔ TRỢ

1.6.1. Các không gian hàm

Cho Ω là một tập con đo được và bị chặn trong Rn. Trong luận án này, các

không gian hàm sau (xem [3]) sẽ được sử dụng.

• Lp(Ω), 1 ≤ p < +∞, là không gian bao gồm tất cả các hàm khả tích

Lebesgue bậc p trên Ω. Chuẩn trên Lp(Ω) được định nghĩa như sau:

‖u‖Lp(Ω) :=
( ∫

Ω

|u(x)|pdx
)1/p

.

Chú ý rằng Lp(Ω) là không gian Banach phản xạ khi 1 < p < +∞.
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• L∞(Ω) là không gian bao gồm tất cả các hàm đo được và bị chặn hầu

khắp nơi trên Ω với chuẩn

‖u‖L∞(Ω) := ess sup
x∈Ω
|u(x)|.

• Lploc(Ω), 1 ≤ p < +∞, là không gian các hàm khả tích Lebesgue địa

phương bậc p trên Ω

Lploc(Ω) := {f : f ∈ Lp(K)với mọi tập compact K ⊂ Ω}.

Ngoài ra, ta sử dụng các không gian hàm phụ thuộc thời gian sau:

• C([a, b];E) là không gian bao gồm tất cả các hàm u : [a, b]→ E liên

tục, với chuẩn:

‖u‖C([a,b];E) = sup
t∈[a,b]

‖u(t)‖E.

• Lp(a, b;E) là không gian bao gồm tất cả các hàm u : (a, b) → E sao

cho

‖u‖Lp(a,b;E) :=
( ∫ b

a

‖u(t)‖pEdt
)1/p

< +∞.

• Cτ := C([−τ, 0];E), với τ > 0 cho trước.

Sau đây, chúng tôi trình bày về không pha được sử dụng trong Chương 3.

Những không gian này được giới thiệu trong tài liệu tham khảo [33].

Định nghĩa 1.26. (B, | · |B) là không gian tuyến tính gồm các hàm từ

(−∞, 0] vào E có trang bị nửa chuẩn, thỏa mãn các tiên đề được phát biểu

dưới đây.

Nếu v : (−∞, σ + T ] → X , ở đó σ ∈ R và T là số thực dương, là

một hàm sao cho v|[σ,σ+T ] ∈ C([σ, σ + T ];X) và vσ ∈ B với vσ(s) =

v(σ + s) khi s ∈ (−∞, 0], thì ta có

(B1) vt ∈ B với t ∈ [σ, σ + T ];

(B2) hàm t 7→ vt là liên tục trên đoạn [σ, σ + T ];

(B3) |vt|B ≤ K(t − σ) sup{‖v(s)‖ : σ ≤ s ≤ t} + M(t − σ)|vσ|B với mỗi

t ≥ σ, trong đó K,M : [0,+∞)→ [0,+∞), K là hàm liên tục, M là

hàm bị chặn địa phương và các hàm này độc lập với v;

(B4) tồn tại ` > 0 sao cho ‖φ(0)‖ ≤ `|φ|B, với mọi φ ∈ B.
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Sau đây là hai ví dụ điển hình về không gian pha.

Ví dụ 1.6.

Cγ = {φ ∈ C((−∞, 0];X) sao cho lim
θ→−∞

eγθφ(θ) tồn tại trong X}.

Nếu γ > 0 thì Cγ là không gian Banach với chuẩn xác định bởi

|φ|γ = sup
θ≤0

eγθ‖φ(θ)‖.

Trong trường hợp này K(t) = 1,M(t) = e−γt, với mọi t ≥ 0.

Một ví dụ quan trọng khác là không gian CLpg, như sau:

Ví dụ 1.7. Giả sử 1 ≤ p < +∞, 0 ≤ r < +∞ và g : (−∞,−r]→ R là

một hàm đo được Borel và không âm trên (−∞,−r). Kí hiệu CLpg là lớp

các hàm ϕ : (−∞, 0]→ X sao cho ϕ liên tục trên [−r, 0] và g(·)‖ϕ(·)‖p ∈
L1(−∞,−r). Nửa chuẩn trên CLpg được xác định bởi

|ϕ|CLpg = sup
−r≤θ≤0

{‖ϕ(θ)‖}+

[∫ −r
−∞

g(θ)‖ϕ(θ)‖pdθ
] 1
p

. (1.12)

Giả sử rằng ∫ −r
s

g(θ)dθ < +∞, với mọi s ∈ (−∞,−r) và (1.13)

g(s+ θ) ≤ G(s)g(θ) với s ≤ 0 và θ ∈ (−∞,−r), (1.14)

ở đó G : (−∞, 0] → R+ là bị chặn địa phương. Nếu có (1.13)-(1.14), thì

CLpg thỏa mãn (B1)-(B4) với ` = 1 (xem [38]). Hơn nữa, ta có thể lấy

K(t) =

 1 với 0 ≤ t ≤ r,

1 +
[ ∫ −r
−t g(θ)dθ

] 1
p

với t > r;
(1.15)

M(t) =


max{1 +

[ ∫ −r
−r−t g(θ)dθ

] 1
p

, G(−t) 1
p} với 0 ≤ t ≤ r,

max{
[ ∫ −r
−r−t g(θ)dθ

] 1
p

, G(−t) 1
p} với t > r.

(1.16)

Một số ví dụ khác về không gian pha được trình bày trong tài liệu tham

khảo [34, 38].
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1.6.2. Một số bất đẳng thức thường dùng

? Bất đẳng thức Hölder: Giả thiết 1 ≤ p, q ≤ +∞, 1
p

+ 1
q

= 1. Khi đó,

nếu u ∈ Lp(Ω), v ∈ Lq(Ω) thì uv ∈ L1(Ω) và∫
Ω

|uv|dx ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖̇v‖Lq(Ω).

? Bất đẳng thức Gronwall: Giả sử x(t) là một hàm liên tục tuyệt đối

trên [0;T ] và thỏa mãn

dx

dt
≤ g(t)x+ h(t), với hầu khắp t,

trong đó g(t) và h(t) là các hàm khả tích trên [0;T ]. Khi đó

x(t) ≤ x(0)eG(t) +

t∫
0

eG(t)−G(s)h(s)ds,

với mọi 0 ≤ t ≤ T , ở đó

G(t) =

t∫
0

g(θ)dθ.

? Bất đẳng thức Gronwall dạng tích phân: Cho x(t) là một hàm khả

tích, không âm trên [0;T ] và thỏa mãn với hầu khắp t bất đẳng thức tích

phân

x(t) ≤ C1 + C2

t∫
0

x(s)ds,

với C1, C2 là các hằng số không âm. Khi đó

x(t) ≤ C1(1 + C2te
C2t)

với hầu khắp t, 0 ≤ t ≤ T.

? Bất đẳng thức Gronwall với nhân kì dị (xem [76], Hệ quả 2): Giả

sử β > 0, b ≥ 0 và a(·) là một hàm không âm, không giảm và khả tích địa

phương trên [0, T ), 0 < T ≤ +∞. Nếu hàm u(·) không âm và khả tích địa

phương trên [0, T ) với

u(t) ≤ a(t) + b

∫ t

0

(t− s)β−1u(s)ds, t ∈ [0, T ]
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thì

u(t) ≤ a(t)Eβ(bΓ(β)tβ),

ở đây Eβ là hàm Mittag-Leffler xác định bởi

Eα,β(z) =
+∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ β)
, Eα(z) = Eα,1(z), z ∈ C.
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Chương 2

TÍNH ỔN ĐỊNH NGHIỆM CỦA PHƯƠNG TRÌNH

TÁN XẠ-SÓNG NỬA TUYẾN TÍNH CHỨA XUNG VÀ TRỄ HỮU HẠN

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu lớp phương trình vi tích phân

phân thứ chứa xung và điều kiện không cục bộ, trong đó phần tuyến tính có

dạng tán xạ-sóng. Mục đích là đưa ra các kết quả về sự tồn tại nghiệm cùng

với tính ổn định của nghiệm tích phân đối với bài toán trên bằng phương

pháp điểm bất động.

Nội dung của chương này dựa trên bài báo số 1 trong Danh mục công

trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án.

2.1. ĐẶT BÀI TOÁN

Cho (X, ‖ · ‖) là một không gian Banach, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại

và tính ổn định của nghiệm đối với bài toán sau:

u′(t) =

∫ t

0

(t− s)α−2

Γ(α− 1)
Au(s)ds+ f(t, u(t), ut), t > 0, t 6= tk, k ∈ Λ,

(2.1)

u(t+k )− u(t−k ) = Ik(u(tk)), k ∈ Λ, (2.2)

u(s̄) + g(u)(s̄) = ϕ(s̄), s̄ ∈ [−h, 0], (2.3)

trong đó A là toán tử tuyến tính đóng và không bị chặn, f là hàm phi

tuyến xác định trên [0,+∞)×X ×C([−h, 0];X), g : PC([−h, T ];X)→
C([−h, 0];X) là hàm không cục bộ và hàm xung cho bởi Ik : X → X .

Chúng tôi xét bài toán trên với α ∈ (1, 2) và Λ ⊂ N là một tập chỉ số.

Kí hiệu u(t+k ) và u(t−k ) tương ứng là giới hạn phải và giới hạn trái của

u tại tk; ut là quá khứ của hàm trạng thái tính tới thời điểm t, nghĩa là

ut(s̄) = u(t+ s̄), s̄ ∈ [−h, 0].

2.2. SỰ TỒN TẠI NGHIỆM TÍCH PHÂN

Kí hiệu χh là độ đo không compact trong không gian Ch := C([−h, 0];X).

Cho trước T > 0, PC([−h, T ];X) là không gian các hàm u : [−h, T ]→ X
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sao cho u liên tục trên [−h, T ]\{tk : k ∈ Λ} và với mỗi tk, k ∈ Λ, tồn tại

u(t−k ) = lim
t→t−k

u(t); u(t+k ) = lim
t→t+k

u(t)

và u(tk) = u(t−k ). Khi đó PC([−h, T ];X) là một không gian Banach với

chuẩn

‖u‖PC := sup
t∈[−h,T ]

‖u(t)‖.

Độ đo không compact Hausdorff trên không gian PC([−h, T ];X) được kí

hiệu là χPC.

Để nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của bài toán (2.1)-(2.3), chúng tôi đưa

ra các giả thiết sau.

(A) A là toán tử quạt kiểu (ω, θ) với 0 ≤ θ < π(1 − α/2), sao cho α-giải
thức Sα(·) sinh bởi A là liên tục theo chuẩn.

(F) Hàm phi tuyến f : R+ ×X × Ch → X thỏa mãn:

(1) f(·, v, w) đo được với mỗi cặp (v, w) ∈ X × Ch, f(t, ·, ·) liên tục
với hầu khắp t ∈ [0, T ] và

‖f(t, v, w)‖X ≤ k(t)Ψf(‖v‖X + ‖w‖Ch),

∀(v, w) ∈ X × Ch, ở đây k ∈ L1
loc(R+), Ψf là hàm giá trị thực liên

tục, không giảm;

(2) tồn tại hàm m : R2
+ → R+ sao cho m(t, ·) ∈ L1(0, t), t > 0, và với

mọi tập con bị chặn V ⊂ X,W ⊂ Ch,

χ(Sα(t− s)f(s, V,W )) ≤ m(t, s)[χ(V ) + χh(W )],

hầu khắp t, s ∈ [0, T ], s ≤ t.

(I) Hàm xung Ik : X → X, k ∈ Λ, thỏa mãn:

(1) Ik liên tục và tồn tại số lk ≥ 0 thỏa mãn

‖Ik(x)‖ ≤ lkΨI(‖x‖),

ở đây ΨI là hàm giá trị thực liên tục, không giảm;

(2) tồn tại số µk ≥ 0, sao cho

χ(Ik(V ) ≤ µkχ(V ),

với mọi tập bị chặn V ⊂ X.
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(G) Hàm không cục bộ g : PC([−h, T ];X)→ Ch thỏa mãn các điều kiện:

(1) g liên tục và
‖g(u)‖Ch ≤ Ψg(‖u‖PC),

∀u ∈ PC, ở đây Ψg là hàm liên tục, không giảm trên R+;

(2) tồn tại η ≥ 0, sao cho với mọi tập bị chặn D ⊂ PC([−h, T ];X),

χh(g(D)) ≤ ηχPC(D).

Nhận xét 2.1. Liên quan đến các giả thiết (F)(2), (I)(2) và (G)(2), ta có

một số nhận xét sau.

(1) Nếu trễ của hệ là trễ hằng (ut(s) = u(t − τ) với mọi s ∈ [−h, 0]) và

f(t, ·, ·) thỏa mãn điều kiện Lipschitz, nghĩa là

‖f(t, v1, w1)− f(t, v2, w2)‖X ≤ kf(t)(‖v1 − v2‖X + ‖w1 − w2‖Ch),

kf ∈ Lploc(R+), thì (F)(2) thỏa mãn với m(t, s) = ‖Sα(t − s)‖kf(s).
Mặt khác, nếu Sα(t), t > 0, compact hoặc f(t, ·, ·) compact (với mỗi t

cố định) thì (F)(2) rõ ràng được thỏa mãn với m = 0.

(2) Tương tự với (I)(2), nếu Ik Lipschitz, tức là

‖Ik(x)− Ik(y)‖ ≤ µk‖x− y‖,∀x, y ∈ X

thì (I)(2) thỏa mãn. Hiển nhiên, (I)(2)cũng thỏa mãn với µk = 0 nếu

Ik compact.

(3) Đối với giả thiết (G)(2), nếu g Lipschitz, nghĩa là

‖g(u)− g(v)‖Ch ≤ η‖u− v‖PC,

thì (G)(2) thỏa mãn. Điều kiện này cũng thỏa mãn với η = 0 nếu g

compact.

Sau đây chúng tôi sử dụng phép biến đổi Laplace để đưa ra công thức biểu

diễn nghiệm tích phân cho bài toán (2.1)-(2.3). Kí hiệu L là biến đổi Laplace

của hàm lấy giá trị trong X xác định trên R+. Đặt η(t) = f(t, u(t), ut) và

áp dụng biến đổi Laplace cho (2.1), (2.2) ta được:

λL[u](λ)− u(0)−
∑
k∈Λ

e−λtkIk =
1

λα−1
AL[u](λ) + L[η](λ).

Khi đó

(λαI − A)L[u](λ) = λα−1u(0) +
∑
k∈Λ

e−λtkλα−1Ik + λα−1L[η](λ).
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Vì vậy

L[u](λ) = λα−1(λαI − A)−1u(0)

+
∑
k∈Λ

e−λtkλα−1(λαI − A)−1Ik + λα−1(λαI − A)−1L[η](λ),

với mọi λ thỏa mãn Reλ > 0, λα ∈ ρ(A) (tập giải của A). Giả sử, Sα(·) là

một α-giải thức sinh bởi A, khi đó

L[u](λ) = L[Sα](λ)u(0) +
∑
k∈Λ

e−λtkL[Sα](λ)Ik +L[Sα](λ)L[η](λ). (2.4)

Sử dụng phép biến đổi Laplace ngược cho phương trình (2.4), thu được

u(t) = Sα(t)u(0) +
∑

0<tk≤t
Sα(t− tk)Ik(u(tk))

+

∫ t

0

Sα(t− s)f(s, u(s), us)ds, t ≥ 0. (2.5)

Nhờ (2.5), nghiệm tích phân của bài toán (2.1)-(2.3) được định nghĩa

như sau:

Định nghĩa 2.1. Hàm u ∈ PC([−h, T ];X) được gọi là một nghiệm tích

phân của bài toán (2.1)-(2.3) trên đoạn [−h, T ] nếu u(t) = ϕ(t)− g(u)(t),

t ∈ [−h, 0] và

u(t) = Sα(t)[ϕ(0)− g(u)(0)] +
∑

0<tk<t

Sα(t− tk)Ik(u(tk))

+

∫ t

0

Sα(t− s)f(s, u(s), us)ds,

với mỗi t ∈ (0, T ].

Xét F : PC([−h, T ];X)→ PC([−h, T ];X), xác định bởi

F(u)(t) =


ϕ(t)− g(u)(t), t ∈ [−h, 0],

Sα(t)[ϕ(0)− g(u)(0)] +
∑

0<tk<t

Sα(t− tk)Ik(u(tk))

+
∫ t

0 Sα(t− s)f(s, u(s), us)ds, t ∈ [0, T ].

Khi đó, u là một nghiệm tích phân của (2.1)-(2.3) nếu nó là một điểm bất

động của toán tử nghiệm F .

Sử dụng các giả thiết về tính liên tục của f, g, Ik và định lí hội tụ trội

Lebesgue ta có F là một ánh xạ liên tục trên PC([−h, T ];X). Sau đây ta

chứng minh tính nén của toán tử nghiệm.
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Bổ đề 2.1. Với các giả thiết (A), (F), (G) và (I). Khi đó

χPC(F(D)) ≤
[(
η +

∑
tk∈[0,T ]

µk
)
STα + 8 sup

t∈[0,T ]

∫ t

0

m(t, s)ds

]
χPC(D),

với mọi tập bị chặn D ⊂ PC([−h, T ];X), ở đây STα = supt∈[0,T ] ‖Sα(t)‖.

Chứng minh. Cho tập bị chặn D ⊂ PC([−h, T ];X). Ta có

F(D) = F1(D) + F2(D) + F3(D),

với

F1(u)(t) =

{
Sα(t)[ϕ(0)− g(u)(0)], t ∈ [0, T ],

ϕ(t)− g(u)(t), t ∈ [−h, 0];

F2(u)(t) =


∑

0<tk<t

Sα(t− tk)Ik(u(tk)), t ∈ [0, T ],

0, t ∈ [−h, 0];

F3(u)(t) =


∫ t

0

Sα(t− s)f(s, u(s), us)ds, t ∈ [0, T ],

0, t ∈ [−h, 0].

Do tính chất nửa cộng tính đại số của χPC, ta có

χPC(F(D)) ≤ χPC(F1(D)) + χPC(F2(D)) + χPC(F3(D)).

Lấy z1, z2 ∈ F1(D), tồn tại u1, u2 ∈ D sao cho

z1(t) =

{
Sα(t)[ϕ(0)− g(u1)(0)], t ∈ [0, T ],

ϕ(t)− g(u1)(t), t ∈ [−h, 0]

z2(t) =

{
Sα(t)[ϕ(0)− g(u2)(0)], t ∈ [0, T ],

ϕ(t)− g(u2)(t), t ∈ [−h, 0].

Suy ra

‖z1(t)− z2(t)‖ ≤
{
‖Sα(t)‖‖g(u1)− g(u2)‖Ch, t ∈ [0, T ],

‖g(u1)− g(u2)‖Ch, t ∈ [−h, 0].

Do đó

‖z1 − z2‖PC ≤ STα‖g(u1)− g(u2)‖Ch,
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lưu ý rằng STα ≥ 1. Điều này dẫn đến

χPC(F1(D)) ≤ STαχh(g(D)).

Sử dụng giả thiết (G)(2), ta có

χPC(F1(D)) ≤ ηSTα χPC(D). (2.6)

Với z1, z2 ∈ F2(D), có thể tìm được u1, u2 ∈ D, sao cho

‖z1(t)− z2(t)‖ =
∑

0<tk<t

Sα(t− tk)[Ik(u1(tk))− Ik(u2(tk))].

Vì thế

‖z1 − z2‖PC ≤ STα
∑

tk∈[0,T ]

‖Ik(u1(tk))− Ik(u2(tk))‖.

Bất đẳng thức này dẫn đến

χPC(F2(D)) ≤ STα
∑

tk∈[0,T ]

χ(Ik(D(tk)))

≤ STα
∑

tk∈[0,T ]

µkχ(D(tk))

≤
(
STα

∑
tk∈[0,T ]

µk
)
χPC(D), (2.7)

theo giả thiết (I)(2).

Đối với F3(D), cho ε > 0, có thể chọn được dãy {un} ⊂ D, để

χPC(F3(D)) ≤ 2χPC(F3({un})) + ε. (2.8)

Nhờ giả thiết (A), ta thấy rằng Φ(t, s) = Sα(t− s) thỏa mãn (Φ1)− (Φ2)

trong Bổ đề 1.3. Do đó, F3({un}) là tập đồng liên tục trong C([0, T ];X).

Điều này dẫn đến

χPC(F3({un})) = sup
t∈[0,T ]

χ(F3({un})(t))

≤ 2 sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

χ
(
Sα(t− s)f(s, un(s), (un)s)

)
ds

≤ 2 sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

m(t, s)[χ({un(s)}) + sup
τ∈[−h,0]

χ({un(s+ τ)})]ds

≤ 4χPC({un}) sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

m(t, s)ds
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≤ 4χPC(D) sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

m(t, s)ds,

ở đây chúng tôi sử dụng Mệnh đề 1.5. Từ bất đẳng thức (2.8), suy ra

χPC(F3(D)) ≤ 8χPC(D) sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

m(t, s)ds, (2.9)

vì ε > 0 bé tùy ý.

Kết hợp (2.6), (2.7) và (2.9), ta có

χPC(F(D)) ≤
[
ηSTα + STα

∑
tk∈[0,T ]

µk + 8 sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

m(t, s)ds

]
χPC(D).

Định lí 2.1. Nếu các giả thiết trong Bổ đề 2.1 được thỏa mãn thì bài toán

(2.1)-(2.3) có ít nhất một nghiệm tích phân trong PC([−h, T ];X), với điều

kiện (
η +

∑
tk∈[0,T ]

µk
)
STα + 8 sup

t∈[0,T ]

∫ t

0

m(t, s)ds < 1, (2.10)

và

lim inf
r→+∞

1

r

[(
Ψg(r) + ΨI(r)

∑
tk∈[0,T ]

lk
)
STα

+ Ψf(2r) sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖k(s)ds

]
< 1,

(2.11)

ở đây STα đã được cho trong Bổ đề 2.1.

Chứng minh. Nhờ (2.10), sử dụng Bổ đề 2.1 ta thu được tính nén của toán

tử nghiệm F theo độ đo χPC. Thực vậy, cho D ⊂ PC([−h, T ];X) là một

tập đóng, bị chặn thỏa mãn χPC(D) ≤ χPC(F(D)). Khi đó, theo Bổ đề

2.1, ta có

χPC(D) ≤ χPC(F(D)) ≤ ` χPC(D),

với

` =
(
η +

∑
tk∈[0,T ]

µk
)
STα + 8 sup

t∈[0,T ]

∫ t

0

m(t, s)ds < 1.

Điều này có nghĩa là χPC(D) = 0. Vì χPC là một độ đo không compact

chính qui, nên D là một tập compact tương đối.
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Để áp dụng Định lí 1.9, ta cần chỉ ra rằng tồn tại R > 0 sao cho

F(BR) ⊂ BR, ở đây BR là hình cầu đóng trong PC([−h, T ];X) tâm tại 0

với bán kính R.

Giả sử ngược lại rằng, tồn tại dãy {vn} ⊂ PC([−h, T ];X) sao cho ‖vn‖PC ≤
n nhưng ‖F(vn)‖PC > n. Từ công thức của F , ta có

‖F(vn)(t)‖X ≤ sup
t∈[0,T ]

‖Sα(t)‖
(
‖ϕ‖Ch + Ψg(‖vn‖PC) +

∑
tk∈[0,T ]

‖Ik(vn(tk))‖
)

+

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖‖f(s, vn(s), (vn)s)‖ds

≤ STα

(
‖ϕ‖Ch + Ψg(n) +

∑
tk∈[0,T ]

lkΨI(‖vn(tk)‖)
)

+

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖ k(s)Ψf(‖vn(s)‖+ ‖(vn)s‖Ch)ds

≤ STα

(
‖ϕ‖Ch + Ψg(n) + ΨI(n)

∑
tk∈[0,T ]

lk
)

+ Ψf(2n)

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖ k(s)ds.

Do đó,

n < ‖F(vn)‖PC ≤ STα

(
‖ϕ‖Ch + Ψg(n) + ΨI(n)

∑
tk∈[0,T ]

lk
)

+ Ψf(2n) sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖ k(s)ds.

Nên

1 <
1

n
‖F(vn)‖PC ≤

1

n

[
STα

(
‖ϕ‖Ch + Ψg(n) + ΨI(n)

∑
tk∈[0,T ]

lk
)

+Ψf(2n) sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖ k(s)ds

]
.

Qua giới hạn bất đẳng cuối cùng khi n→ +∞, ta thấy mâu thuẫn với giả

thiết phản chứng.

2.3. TÍNH ỔN ĐỊNH NGHIỆM

Nhằm nghiên cứu tính ổn định nghiệm của bài toán (2.1)-(2.3), chúng tôi

xét không gian hàm
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PC0 = {u ∈ PC([−h,+∞);X) : lim
t→+∞

u(t) = 0}

với chuẩn

‖u‖∞ = sup
t≥0
‖u(t)‖,

ở đây PC([−h,+∞);X) được định nghĩa tương tự như PC([−h, T ];X)

với T = +∞. Khi đó, PC0 là một không gian Banach.

Ở phần này, ta thay thế các giả thiết (A), (F), (G) và (I) bởi các giả

thiết sau:

(Aa) A là toán tử quạt kiểu (ω, θ), ω < 0 và 0 ≤ θ < π(1− α/2).

(Fa) f(·, v, w) đo được với mỗi v ∈ X,w ∈ Ch, f(t, ·, ·) liên tục với hầu
khắp t ∈ R+, f(t, 0, 0) = 0, và tồn tại k ∈ L1(R+), để

‖f(t, v1, w1)− f(t, v2, w2)‖ ≤ k(t)(‖v1− v2‖+ ‖w1−w2‖Ch), t ∈ R+,

∀v1, v2 ∈ X,w1, w2 ∈ Ch.

(Ga) g là một hàm liên tục thỏa mãn g(0) = 0 và tồn tại số η không âm sao
cho

‖g(w1)− g(w2)‖Ch ≤ η‖w1 − w2‖PC,
∀w1, w2 ∈ PC([−h, T ];X), với mọi T > 0.

( Ia) Các hàm Ik, k ∈ Λ liên tục, Ik(0) = 0 và tồn tại dãy {µk}, k ∈ Λ sao
cho

∑
k∈Λ

µk < +∞, và

‖Ik(x)− Ik(y)‖ ≤ µk‖x− y‖, với mọi x, y ∈ X.
Định lí 2.2. Giả sử (Aa), (Fa), (Ga) và (Ia) thỏa mãn. Khi đó, bài toán

(2.1)-(2.3) có nghiệm duy nhất u ∈ PC0, với điều kiện(
η +

∑
k∈Λ

µk
)
S∞α + 2 sup

t≥0

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖k(s)ds < 1, (2.12)

ở đây S∞α = sup
t≥0
‖Sα(t)‖.

Chứng minh. Trong tình huống này, để áp dụng dụng nguyên lí ánh xạ co

chúng tôi sẽ chỉ ra rằng toán tử nghiệm F là ánh xạ từ PC0 vào chính nó,

và chứng minh F là một ánh xạ co. Nhắc lại rằng

F(u)(t) =


Sα(t)[ϕ(0)− g(u)(0)] +

∑
0<tk<t

Sα(t− tk)Ik(u(tk))

+
∫ t

0 Sα(t− s)f(s, u(s), us)ds, t > 0,

ϕ(t)− g(u)(t), t ∈ [−h, 0].
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Lấy u ∈ PC0, sao cho R = ‖u‖∞ > 0. Trước hết, ta chứng minh F(u) ∈
PC0, nghĩa là, F(u)(t)→ 0, khi t→ +∞.

Với ε > 0 cho trước. Tồn tại T1 > 0 để

‖u(t)‖ ≤ ε,∀t > T1, (2.13)

‖ut‖Ch = sup
τ∈[−h,0]

‖u(t+ τ)‖ ≤ ε,∀t > T1 + h. (2.14)

Mặt khác, từ giả thiết
∑
k∈Λ

µk < +∞, tồn tại N0 ∈ N sao cho∑
k>N0

µk ≤ ε.

Khi đó, với t > 0

‖F(u)(t)‖ ≤ ‖Sα(t)‖(‖ϕ‖Ch + ‖g(u)‖Ch)
+
∑
k≤N0

‖Sα(t− tk)‖ ‖Ik(u(tk))‖

+
∑
k>N0

‖Sα(t− tk)‖ ‖Ik(u(tk))‖

+

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖ ‖f(s, u(s), us)‖ds

≤ ‖Sα(t)‖(‖ϕ‖Ch + ηR)

+R
∑
k≤N0

‖Sα(t− tk)‖µk +RS∞α
∑
k>N0

µk

+

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖ k(s) (‖u(s)‖+ ‖us‖Ch)ds

= E1(t) + E2(t) + E3(t),

ở đây

E1(t) = ‖Sα(t)‖(‖ϕ‖Ch + ηR),

E2(t) = R
∑
k≤N0

‖Sα(t− tk)‖µk +RS∞α
∑
k>N0

µk,

E3(t) =

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖ k(s) (‖u(s)‖+ ‖us‖Ch)ds.

Theo Định lí 1.4, tồn tại T2 > 0 sao cho

‖Sα(t)‖ ≤ ε,∀t > T2.

Vì vậy

E1(t) ≤ (1 + η)Rε, ∀t > T2. (2.15)
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Thêm nữa,

E2(t) ≤
( ∑
k≤N0

µk + S∞α

)
Rε, ∀t > T2 + tN0

. (2.16)

Đối với E3(t), khi t > T1 + h, ta có

E3(t) =
( ∫ T1+h

0

+

∫ t

T1+h

)
‖Sα(t− s)‖ k(s) (‖u(s)‖+ ‖us‖Ch)ds

≤ 2R

∫ T1+h

0

‖Sα(t− s)‖ k(s)ds+ 2ε

∫ t

T1+h

‖Sα(t− s)‖ k(s)ds,

nhờ các đánh giá (2.13)và (2.14). Do đó,

E3(t) ≤ 2Rε

∫ T1+h

0

k(s)ds+ 2ε

∫ t

T1+h

‖Sα(t− s)‖ k(s)ds,

với mọi t > T2 + T1 + h. Sử dụng (2.12), ta thấy rằng

2

∫ t

T1+h

‖Sα(t− s)‖ k(s)ds < 1.

Vì vậy

E3(t) ≤ (2R‖k‖L1(R+) + 1)ε, (2.17)

với mọi t > T2 + T1 + h. Kết hợp (2.15), (2.16) và (2.17), suy ra

‖F(u)(t)‖ ≤ C∗ε,

∀t > max{T2 + T1 + h, T2 + tN0
}, ở đây

C∗ = (1 + η)R +
(∑
k∈Λ

µk + S∞α

)
R + 2R‖k‖L1(R+) + 1.

Điều này chứng tỏ rằng F(PC0) ⊂ PC0.

Bây giờ, ta sẽ chứng minh F là một ánh xạ co. Lấy u, v ∈ PC0, nhờ các

giả thiết (Fa), (Ga) và (Ia), khi đó

‖F(u)(t)−F(v)(t)‖ ≤ ‖Sα(t)‖ ‖g(u)− g(v)‖Ch
+
∑

0<tk<t

‖Sα(t− tk)‖ ‖Ik(u(tk))− Ik(v(tk))‖

+

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖ ‖f(s, u(s), us)− f(s, v(s), vs)‖ds

≤ S∞α η‖u− v‖∞ +
(
S∞α

∑
0<tk<t

µk
)
‖u− v‖∞
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+
(

2

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖ k(s)ds
)
‖u− v‖∞.

Do vậy

‖F(u)−F(v)‖∞ ≤ `‖u− v‖∞,
ở đây

` =
(
η +

∑
k∈Λ

µk
)
S∞α + 2 sup

t≥0

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖k(s)ds < 1.

2.4. ÁP DỤNG

Cho Ω ⊂ Rn là một miền bị chặn với biên trơn ∂Ω. Xét hệ sau:

∂u

∂t
(x, t) =

∫ t

0

(t− s)α−2

Γ(α− 1)
Lxu(x, s)ds+ k(t)f̃(x, u(x, t), u(x, t− h)),

(2.18)

α ∈ (1, 2), t ∈ R+\{tk, k ∈ Λ}, x ∈ Ω,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ R+, (2.19)

u(x, t+k ) = u(x, tk) + Ĩk(x, u(x, tk)), x ∈ Ω, k ∈ Λ, (2.20)

u(x, s) +
M∑
i=1

ciu(x, τi + s) = ϕ(s), s ∈ [−h, 0], x ∈ Ω, (2.21)

ở đây toán tử

Lx =
n∑

i,j=1

aij
∂2

∂xi∂xj

có tính chất
n∑

i,j=1

aijξiξj ≥ θ|ξ|2, ∀ξ ∈ Rn,

với θ > 0. Đặt X = L2(Ω), A = Lx và D(A) = H2(Ω) ∩H1
0(Ω). Khi đó,

hệ (2.18)-(2.21) là một trường hợp riêng của mô hình trừu tượng (2.1)-(2.3)

với

f(t, v, w)(x) = k(t)f̃(x, v(x), w(x,−h)), v ∈ X,w ∈ C([−h, 0];X),

Ik(v)(x) = Ĩk(x, v(x)), v ∈ X,

g(u)(s)(x) =
M∑
i=1

ciu(x, τi + s), u ∈ PC([−h,+∞);X).
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Ta biết rằng, A là một toán tử quạt và nó sinh ra một nửa nhóm giải tích

trong X (xem [61]). Hơn nữa, có thể kiểm tra được A là một toán tử quạt

kiểu (λ1, 0) ở đây λ1 < 0 là giá trị riêng đầu tiên của A.

Giả sử rằng k ∈ L1(R+) và f̃ : Ω× R× R→ R, sao cho

|f̃(x, y1, z1)− f̃(x, y2, z2)| ≤ κ(x)(|y1 − y2|+ |z1 − z2|), κ ∈ X,

∀x ∈ Ω, y1, y2, z1, z2 ∈ R. Khi đó, ta có

‖f(t, v1, w1)− f(t, v2, w2)‖ ≤ k(t)‖κ‖(‖v1 − v2‖
+ ‖w1(·,−h)− w2(·,−h)‖)

≤ k(t)‖κ‖(‖v1 − v2‖+ ‖w1 − w2‖Ch),

∀v1, v2 ∈ X,w1, w2 ∈ Ch.

Cho Ĩk : Ω× R→ R, k ∈ Λ là hàm thỏa mãn

|Ĩk(x, y1)− Ĩk(x, y2)| ≤ `k(x)|y1 − y2|, `k ∈ X,

∀x ∈ Ω, y1, y2 ∈ R. Suy ra

‖Ik(v1)− Ik(v2)‖ ≤ ‖`k‖ ‖v1 − v2‖,∀v1, v2 ∈ X.

Đối với hàm không cục bộ g, rõ ràng

‖g(u1)− g(u2)‖Ch ≤
( M∑

i=1

ci
)
‖u1 − u2‖PC,

với mọi u1, u2 ∈ PC([−h, T ];X),∀T > 0.

Dưới các thiết lập trên, áp dụng Định lí 2.2, ta thấy bài toán (2.18)-(2.21)

có duy nhất nghiệm tích phân trên PC0, với điều kiện( M∑
i=1

ci +
∑
k∈Λ

‖`k‖
)
S∞α + 2||κ|| sup

t≥0

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖k(s)ds < 1.

Kết luận Chương 2

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu phương trình tán xạ-sóng nửa

tuyến tính chứa xung và trễ hữu hạn trong không gian Banach. Các kết

quả đạt được bao gồm:

1) Chứng minh được sự tồn tại nghiệm toàn cục đối với bài toán (Định

lí 2.1).
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2) Chứng minh được tính ổn định của nghiệm đối với bài toán (2.1)-(2.3)

(Định lí 2.2).

3) Bài toán minh họa cho các kết quả lí thuyết được đưa ra ở Mục 2.4.

Để chứng minh sự tồn tại nghiệm toàn cục chúng tôi sử dụng các điều

kiện về độ đo không compact. Lưu ý rằng, điều kiện về độ đo không compact

là một sự cải tiến của điều kiện Lipschitz. Về phương diện kĩ thuật, sự xuất

hiện của điều kiện không cục bộ và điều kiện xung làm cho việc chỉ ra sự

tồn tại hình cầu bất biến đối với toán tử nghiệm là tương đối khó. Hơn

nữa, điều kiện xung còn ảnh hưởng đến việc đánh giá tốc độ phân rã của

nghiệm. Các kết quả đạt được trong chương này tổng quát hơn so với các

kết quả đã công bố trong [1, 15, 16].
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Chương 3

TÍNH ỔN ĐỊNH TIỆM CẬN YẾU CỦA NGHIỆM

BAO HÀM THỨC VI PHÂN DẠNG TÁN XẠ-SÓNG VỚI TRỄ VÔ HẠN

Chương này nghiên cứu bài toán Cauchy với bao hàm thức vi tích phân

dạng tán xạ-sóng chứa trễ vô hạn. Dựa trên dáng điệu của toán tử giải thức

sinh bởi phần tuyến tính, chúng tôi thiết lập các ước lượng cho nghiệm của

bài toán. Kết quả về tính ổn định yếu của nghiệm không, được chứng minh

trong trường hợp toán tử giải thức ổn định tiệm cận.

Nội dung của chương này dựa trên bài báo số 2 trong Danh mục công

trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án.

3.1. ĐẶT BÀI TOÁN

Xét bài toán

u′(t) ∈
∫ t

0

(t− s)α−2

Γ(α− 1)
Au(s)ds+ F (t, ut), t > 0, (3.1)

u0 = ϕ ∈ B, (3.2)

trong đó hàm chưa biết u nhận giá trị trong không gian Banach (X, ‖ · ‖),
A là toán tử tuyến tính đóng và không bị chặn, F là một ánh xạ đa trị xác

định trên R+ × B, B là không gian pha được định nghĩa trong Chương 1.

Ở đây α ∈ (1, 2) và ut là quá khứ của hàm trạng thái cho tới thời điểm t,

nghĩa là ut(s) = u(t+ s), s ≤ 0.

3.2. SỰ TỒN TẠI NGHIỆM BỊ CHẶN MŨ

Giả sử g : R+ → [1,+∞) là một hàm liên tục và không giảm. Trong mục

này, ta giả thiết:

(A]) A là toán tử quạt kiểu (ω, θ) với ω ≥ 0 và 0 ≤ θ < π(1 − α/2), sao

cho α-giải thức Sα(·) sinh bởi A là liên tục theo chuẩn.

(B]) B là không gian pha trong Định nghĩa 1.26, với K và M
g
là các hàm bị

chặn đều.
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(F]) Ánh xạ đa trị F : R+ × B → Kv(X) thỏa mãn:

(1) với ψ ∈ B ánh xạ đa trị F (·, ψ) : R+ → Kv(X) có một hàm chọn

đo được mạnh địa phương, nghĩa là với mỗi T > 0 có thể tìm được

một hàm đo được mạnh f : [0, T ]→ X sao cho f(t) ∈ F (t, ψ) với

hầu khắp t ∈ [0, T ];

(2) với hầu khắp t ∈ R+, ánh xạ đa trị F (t, ·) : B → Kv(X) là nửa

liên tục trên;

(3) tồn tại các hàm không âm m, p sao cho m, p
g
∈ L1(R+), và với mọi

ψ ∈ B, ta có

‖F (t, ψ)‖ := sup{‖ξ‖ : ξ ∈ F (t, ψ)} ≤ m(t)|ψ|B + p(t)

với hầu khắp t ∈ R+;

(4) tồn tại hàm k ∈ L∞(R+) sao cho, với mọi tập bị chặn D ⊂ B ta

có χ(F (t,D)) ≤ k(t) sup
s≤0

χ(D(s)) với hầu khắp t ∈ R+.

Sử dụng bất đẳng thức (1.4), do giả thiết (A), ta có

‖Sα(t)‖ ≤ Ĉ(1 + ωtα)eω
1
α t,∀t ≥ 0.

Xét không gian hàm

Cg(R+;X) = {u ∈ C([0,+∞);X) : lim
t→+∞

u(t)

g(t)
= 0} (3.3)

với chuẩn

‖u‖g = sup
t≥0

‖u(t)‖
g(t)

.

Dễ thấy rằng Cg(R+;X) là một không gian Banach. Sau đây, ta định

nghĩa một độ đo không compact trên không gian này. Sử dụng toán tử

πT : Cg(R+;X) → C([0, T ];X) định nghĩa bởi πT (u) = u|[0,T ]. Cho Ω là

một tập bị chặn trong Cg(R+;X). Đặt

χ∞(Ω) = sup
T>0

ωT (πT (Ω)) + sup
T>0

modT (πT (Ω)), (3.4)

d∞(Ω) = lim
T→+∞

sup
u∈Ω

sup
t≥T

‖u(t)‖
g(t)

, (3.5)

χ∗(Ω) = χ∞(Ω) + d∞(Ω), (3.6)

ở đó ωT và modT được cho bởi (1.5) và (1.6) tương ứng. Có thể kiểm tra

rằng χ∞, d∞ và χ∗ là các độ đo không compact đơn điệu, không suy biến
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trên Cg(R+;X). Bổ đề sau đưa ra một điều kiện đủ cho tính compact của

một tập bị chặn trong Cg(R+;X).

Bổ đề 3.1. Cho Ω ⊂ Cg(R+;X) là một tập bị chặn sao cho χ∗(Ω) = 0.

Khi đó, Ω là compact tương đối trong Cg(R+;X).

Chứng minh. Với ε > 0 cho trước. Từ đẳng thức d∞(Ω) = 0, ta có thể chọn

T > 0 sao cho ∥∥∥∥u(t)

g(t)

∥∥∥∥ < ε

3
, ∀t ≥ T,∀u ∈ Ω. (3.7)

Lấy {un} là một dãy trong Ω. Khi đó, χ∞({un}) = 0, nghĩa là

ωT (πT ({un})) = modT (πT ({un})) = 0,

vì thế {un|[0,T ]} có một dãy con hội tụ trong C([0, T ];X) (vẫn đánh số bởi

n). Do đó, tồn tại N(ε) ∈ N, sao cho

sup
t∈[0,T ]

‖un(t)− um(t)‖ < ε

3
, ∀n,m ≥ N(ε).

Theo đó

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥un(t)g(t)
− um(t)

g(t)

∥∥∥∥ < ε

3
, ∀n,m ≥ N(ε). (3.8)

Kết hợp (3.7)-(3.8), ta có

sup
t≥0

∥∥∥∥un(t)g(t)
− um(t)

g(t)

∥∥∥∥ ≤ sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥un(t)g(t)
− um(t)

g(t)

∥∥∥∥+ sup
t≥T

∥∥∥∥un(t)g(t)
− um(t)

g(t)

∥∥∥∥
≤ sup

t∈[0,T ]

∥∥∥∥un(t)g(t)
− um(t)

g(t)

∥∥∥∥+ sup
t≥T

∥∥∥∥un(t)g(t)

∥∥∥∥
+ sup

t≥T

∥∥∥∥um(t)

g(t)

∥∥∥∥
≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

với mọi n,m ≥ N(ε). Do đó, {un} là một dãy Cauchy trong Cg(R+;X).

Bổ đề được chứng minh.

Trong phần này, ta xét không gian Cg(R+;X) với g(t) = eβt và β > ω
1
α .

Với các thiết lập này, ta có

lim
t→+∞

‖Sα(t)‖
g(t)

= 0, (3.9)

do Định lí 1.4.
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Với ϕ ∈ B, ta định nghĩa không gian

Cg,ϕ = {u ∈ Cg(R+;X) : u(0) = ϕ(0)} .

Ta có, Cg,ϕ là một không gian con đóng của Cg(R+;X). Với mỗi v ∈ Cg,ϕ,

ta định nghĩa hàm v[ϕ] : R→ X như sau

v[ϕ](t) =

{
ϕ(t), −∞ < t ≤ 0,

v(t), t > 0.

Rõ ràng

v[ϕ]t(θ) =

{
ϕ(t+ θ), −∞ < θ < −t,
v(t+ θ), θ ∈ [−t, 0].

Với v ∈ Cg,ϕ, đặt

PF (v) =
{
f ∈ L1

loc(R
+;X) : f(t) ∈ F (t, v[ϕ]t) với hầu khắp t ∈ R+

}
.

Sử dụng giả thiết (F])(1)-(F])(3) và các lập luận tương tự trong [29], ta có

PF (v) 6= ∅ với mỗi v ∈ Cg,ϕ, nghĩa là ánh xạ đa trị PF hoàn toàn xác định.

Lập luận tương tự Định nghĩa 2.1, ta đưa ra định nghĩa nghiệm tích phân

của bài toán (3.1)-(3.2) như sau:

Định nghĩa 3.1. Cho trước ϕ ∈ B. Hàm liên tục u : R→ X được gọi là

nghiệm tích phân của bài toán (3.1)-(3.2), nếu tồn tại f ∈ PF (u|R+), sao

cho

u(t) =

{
ϕ(t), t ≤ 0,

Sα(t)ϕ(0) +
∫ t

0 Sα(t− s)f(s)ds, t > 0.

Cho T > 0, xét toán tử W : L1(0, T ;X)→ C([0, T ];X), cho bởi

W(f)(t) =

∫ t

0

Sα(t− s)f(s)ds, với f ∈ L1(J ;X). (3.10)

Ta có tính chất sau đối với W .

Mệnh đề 3.1. Giả sử Sα(·) liên tục theo chuẩn, nghĩa là ánh xạ t 7→
Sα(t) liên tục trên (0,+∞). Khi đó, toán tử W định nghĩa bởi (3.10) biến

một tập bị chặn tích phân trong L1(0, T ;X) thành tập đồng liên tục trong

C([0, T ];X). Nếu {fn} ⊂ L1(0, T ;X) là dãy nửa compact thì {W(fn)} là
một tập compact tương đối trong C([0, T ];X). Hơn nữa, nếu fn ⇀ f trong

L1(0, T ;X) thì W(fn)→W(f) trong C([0, T ];X).
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Chứng minh. Toán tử

Φ(t, s) = Sα(t− s)

thỏa mãn các giả thiết của Bổ đề 1.3. Do đó, với mỗi tập bị chặn tích phân

Ω ⊂ L1(0, T ;X), W(Ω) là tập đồng liên tục. Phần còn lại chứng minh

tương tự [40, Định lí 5.1.1].

Xét toán tử đa trị

F : Cg,ϕ → P(Cg,ϕ),

F(v)(t) = Sα(t)ϕ(0) +

{∫ t

0

Sα(t− s)f(s)ds : f ∈ PF (v)

}
(3.11)

Rõ ràng rằng nếu v là một điểm bất động của F thì v[ϕ] là một nghiệm

tích phân của (3.1)-(3.2). Ta gọi F là toán tử nghiệm của (3.1)-(3.2).

Theo công thức của toán tử W cho bởi (3.10), F có thể viết lại thành

F(v) = Sα(·)ϕ(0) +W ◦ PF (v).

Để chứng minh tính đóng của toán tử F , ta cần tính chất sau của PF .

Bổ đề 3.2. Giả sử giả thiết (F]) thỏa mãn. Nếu {vk} ⊂ Cg,ϕ với vk → v∗

và fk ∈ PF (vk) thì fk ⇀ f ∗ trong L1
loc(R+;X) với f ∗ ∈ PF (v∗).

Chứng minh. Cho {vk} ⊂ Cg,ϕ sao cho vk → v∗, fk ∈ PF (vk). Ta thấy rằng

{fk(t)} ⊂ C(t) := F (t, {vk[ϕ]t}), vàC(t) là một tập compact với hầu khắp

t ∈ R+. Cho trước T > 0, nhờ giả thiết (F])(3), ta thấy rằng {fk|[0,T ]} bị

chặn tích phân. Do đó, theo [21, Hệ quả 3.3], {fk} là dãy compact yếu trong

L1(0, T ;X). Vì vậy, có thể giả sử rằng fk ⇀ f 1∗ ∈ L1(0, T ;X). Theo Bổ

đề Mazur [24], tồn tại dãy f̃k ∈ co{fi : i ≥ k} sao cho f̃k → f 1∗ trong

L1(0, T ;X), và do đó f̃k(t)→ f 1∗(t) với hầu khắp t ∈ [0, T ]. Vì F có giá

trị compact, nên F (t, ·) nửa liên tục trên nghĩa là với ε > 0,

F (t, vk[ϕ]t) ⊂ F (t, v∗[ϕ]t) +Bε

với mọi k đủ lớn, ở đây Bε kí hiệu cho hình cầu trong X bán kính ε và tâm

là gốc tọa độ. Vì vậy,

fk(t) ∈ F (t, v∗[ϕ]t) +Bε,

với hầu khắp t ∈ [0, T ]. Do tính lồi của F (t, v∗[ϕ]t) + Bε, ta có phát

biểu tương tự cho f̃k(t). Cho nên, f 1∗(t) ∈ F (t, v∗[ϕ]t) + Bε với hầu khắp

t ∈ [0, T ]. Do ε là tùy ý, ta có f 1∗(t) ∈ F (t, v∗[ϕ]t) với hầu khắp t ∈ [0, T ].
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Lặp lại lập luận trên với t ∈ [(n − 1)T, nT ], n = 1, 2, ... ta thấy rằng

fk ⇀ fn∗ trong L1((n−1)T, nT ;X) và fn∗(t) ∈ F (t, v∗[ϕ]t) với hầu khắp

t ∈ [(n− 1)T, nT ]. Định nghĩa hàm f ∗ ∈ L1
loc(R+;X) như sau

f ∗(t) = fn∗(t) nếu t ∈ [(n− 1)T, nT ],

ta có được kết luận của Bổ đề.

Nhờ Bổ đề 3.2, ta có kết quả sau liên quan đến tính đóng của toán tử

nghiệm F .

Bổ đề 3.3. Với giả thiết (A]) và (F]), F là toán tử đóng.

Chứng minh. Cho {vn} ⊂ Cg,ϕ, vn → v∗, zn ∈ F(vn) và zn → z∗. Ta cần

chứng minh rằng z∗ ∈ F(v∗). Thật vậy, lấy fn ∈ PF (vn) sao cho

zn(t) = Sα(t)ϕ(0) +W(fn)(t), t > 0, (3.12)

với toán tửW được định nghĩa bởi (3.10). Theo Bổ đề 3.2, ta có thể giả sử

rằng fn ⇀ f ∗ ∈ L1
loc(R+;X) và f ∗ ∈ PF (v∗). Ngoài ra, cho t ∈ [0, T ], khi

đó {fn|[0,T ]} là dãy nửa compact. Từ Mệnh đề 3.1, ta có W(fn)→W(f ∗)

trong C([0, T ];X). Đặc biệt,W(fn)(t)→W(f ∗)(t). Do đó từ (3.12) suy

ra

z∗(t) = Sα(t)ϕ(0) +W(f ∗)(t),

với f ∗ ∈ PF (v∗). Vì vậy, z∗ ∈ F(v∗).

Xét độ đo không compact ωT định nghĩa bởi (1.5), chọn L > 0 sao cho

4 sup
t≥0

∫ t

0

e−L(t−s)‖Sα(t− s)‖k(s)ds < 1.

Bổ đề 3.4. Giả sử các giả thiết (A]), (B]) và (F]) thỏa mãn. Khi đó, toán

tử nghiệm F là χ∗-nén.

Chứng minh. Cho Ω ⊂ Cg,ϕ là một tập bị chặn. Ta sẽ chỉ ra rằng nếu

χ∗(F(Ω)) ≥ χ∗(Ω) thì Ω là tập compact tương đối. Đặt ΩT = πT (Ω) và

ΘT = πT (F(Ω)). Khi đó, theo công thức của F , ta có

χ(ΘT (t)) = χ

(
Sα(t)ϕ(0) +

∫ t

0

Sα(t− s)PF (Ω)(s)ds

)
≤ χ

(∫ t

0

Sα(t− s)PF (Ω)(s)ds

)
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≤ 4

∫ t

0

χ (Sα(t− s)PF (Ω)(s)) ds, (3.13)

theo Mệnh đề 1.5. Sử dụng giả thiết (F])(4), ta có

χ (Sα(t− s)PF (Ω)(s)) ≤ ‖Sα(t− s)‖ χ (F (s,Ω[ϕ]s))

≤ ‖Sα(t− s)‖k(s) sup
θ≤0

χ (Ω[ϕ](s+ θ))

≤ ‖Sα(t− s)‖k(s) sup
0≤r≤s

χ (Ω(r)) ,

với chú ý Ω[ϕ](s + θ) = {ϕ(s + θ)} với θ < −s, là tập đơn trị. Sử dụng

bất đẳng thức cuối cùng trong (3.13), ta có

e−Ltχ(ΘT (t)) ≤ 4

∫ t

0

e−L(t−s)‖Sα(t− s)‖k(s)e−Ls sup
0≤r≤s

χ (Ω(r)) ds

≤ 4

∫ t

0

e−L(t−s)‖Sα(t− s)‖k(s) sup
0≤r≤s

e−Lrχ (Ω(r)) ds

≤
(

4

∫ t

0

e−L(t−s)‖Sα(t− s)‖k(s)ds

)
ωT (ΩT ).

Do đó

ωT (ΘT ) ≤
(

4 sup
t≥0

∫ t

0

e−L(t−s)‖Sα(t− s)‖k(s)ds

)
ωT (ΩT ). (3.14)

Mặt khác, ta có thể viết

ΘT = [Sα(·)ϕ(0) +W(PF (Ω))][0,T ] .

Nhờ giả thiết (F])(3), ta có PF (Ω)|[0,T ] là tập bị chặn tích phân. Nên theo

Mệnh đề 3.1,W(PF (Ω))|[0,T ] là tập đồng liên tục. Điều này suy ra ΘT cũng

là tập đồng liên tục. Nói cách khác, ta có

modT (ΘT ) = 0. (3.15)

Kết hợp (3.14) và (3.15), ta có

χ∞(F(Ω)) = sup
T>0

ω(ΘT ) + sup
T>0

modT (ΘT )

≤
(

4 sup
t≥0

∫ t

0

e−L(t−s)‖Sα(t− s)‖k(s)ds

)
sup
T>0

ωT (ΩT )

≤
(

4 sup
t≥0

∫ t

0

e−L(t−s)‖Sα(t− s)‖k(s)ds

)
χ∞(Ω). (3.16)
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Bây giờ ta cần ước lượng d∞(F(Ω)). Cho z ∈ F(Ω), ta có thể lấy v ∈ Ω

và f ∈ PF (v), sao cho

z(t) = Sα(t)ϕ(0) +

∫ t

0

Sα(t− s)f(s)ds.

Cho ‖v‖g ≤ R. Khi đó

‖z(t)‖
g(t)

≤ ‖Sα(t)‖
g(t)

‖ϕ(0)‖+
1

g(t)

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖‖f(s)‖ds

≤ ‖Sα(t)‖
g(t)

‖ϕ(0)‖+

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖
g(t− s)

(
m(s)

g(s)
|v[ϕ]s|B +

p(s)

g(s)

)
ds.

(3.17)

Với s ≥ 0, ta có

1

g(s)
|v[ϕ]s|B ≤

K(s)

g(s)
sup
r∈[0,s]

‖v(r)‖+
M(s)

g(s)
|ϕ|B

≤ K(s) sup
r∈[0,s]

‖v(r)‖
g(r)

+
M(s)

g(s)
|ϕ|B

≤ K∞R +Mg|ϕ|B, (3.18)

ở đây K∞ = sups≥0K(s), Mg = sups≥0
M(s)

g(s)
.

Cho ε > 0, do giả thiết (F])(3), tồn tại T1 > 0, sao cho∫ t

T1

p(s)

g(s)
ds < ε,∫ t

T1

m(s)ds < ε, ∀t ≥ T1.

(3.19)

Vì ‖Sα(t)‖
g(t)
→ 0 khi t→ +∞, nên có thể tìm được Dα, T2 > 0, sao cho

‖Sα(t)‖
g(t)

≤ Dα, ∀t ≥ 0,

‖Sα(t)‖
g(t)

< ε, ∀t ≥ T2.

(3.20)

Do đó, theo (3.17)-(3.20), với mọi t ≥ T1 + T2 thì

‖z(t)‖
g(t)

≤ ε‖ϕ(0)‖+

∫ T1

0

‖Sα(t− s)‖
g(t− s)

[
(K∞R +Mg|ϕ|B)m(s) +

p(s)

g(s)

]
ds

+

∫ t

T1

‖Sα(t− s)‖
g(t− s)

[
(K∞R +Mg|ϕ|B)m(s) +

p(s)

g(s)

]
ds
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≤ ε‖ϕ(0)‖+ ε

[
(K∞R +Mg|ϕ|B)‖m‖L1(R+) +

∥∥∥∥pg
∥∥∥∥
L1(R+)

]
+ εDα(K∞R +Mg|ϕ|B + 1).

Ta vừa chỉ ra rằng với ε > 0, tồn tại C∗, T > 0, sao cho

‖z(t)‖
g(t)

≤ C∗ε, ∀t ≥ T,

với mọi z ∈ F(Ω). Điều này có nghĩa là

d∞(F(Ω)) = lim
T→+∞

sup
z∈F(Ω)

sup
t≥T

‖z(t)‖
g(t)

= 0. (3.21)

Kết hợp (3.16) và (3.21), ta có

χ∗(F(Ω)) ≤
(

4 sup
t≥0

∫ t

0

e−L(t−s)‖Sα(t− s)‖k(s)ds

)
χ∞(Ω)

≤ ` · χ∗(Ω),

với

` = 4 sup
t≥0

∫ t

0

e−L(t−s)‖Sα(t− s)‖k(s)ds < 1.

Mặt khác, vì χ∗(Ω) ≤ χ∗(F(Ω)) nên

χ∗(Ω) ≤ χ∗(F(Ω)) ≤ ` · χ∗(Ω),

suy ra χ∗(Ω) = 0. Vậy Ω là compact tương đối, theo Bổ đề 3.1.

Kết quả chính của phần này được trình bày trong định lí sau.

Định lí 3.1. Nếu các giả thiết (A]), (B]) và (F]) được thỏa mãn và

sup
t≥0

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖
g(t− s)

K(s)m(s)ds < 1 (3.22)

thì bài toán (3.1)-(3.2) có ít nhất một nghiệm tích phân thỏa mãn
‖u(t)‖
g(t)

=

o(1) khi t→ +∞.

Chứng minh. Chúng ta sẽ chỉ ra rằng, toán tử nghiệm F có điểm bất động

trong Cg,ϕ. Rõ ràng F(v) lồi với mỗi v ∈ Cg,ϕ, do tính lồi của PF (v). Mặt

khác, theo chứng minh trong Bổ đề 3.4, ta có

χ∗(F(v)) ≤ ` · χ∗({v}) = 0.
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Do đó, F(v) là tập compact tương đối. Vì F là toán tử đóng nên F(v) là

compact. Nghĩa là, F có giá trị lồi, compact. Theo Định lí 1.7, Bổ đề 3.3 và

Bổ đề 3.4, ta còn phải chứng minh rằng F(BR) ⊂ BR với R > 0 nào đó, ở

đây BR là hình cầu đóng tâm tại gốc tọa độ và bán kính R. Giả sử ngược

lại rằng, với mỗi n ∈ N tồn tại vn ∈ Cg,ϕ, ‖vn‖g ≤ n sao cho ‖zn‖g > n,

zn ∈ F(vn). Lấy fn ∈ PF (vn), sao cho

zn(t) = Sα(t)ϕ(0) +

∫ t

0

Sα(t− s)fn(s)ds.

Sử dụng các ước lượng tương tự như trong chứng minh của Bổ đề 3.4, ta có

‖zn(t)‖
g(t)

≤ ‖Sα(t)‖
g(t)

‖ϕ(0)‖+

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖
g(t− s)

(
m(s)

g(s)
|vn[ϕ]s|B +

p(s)

g(s)

)
ds,

1

g(s)
|vn[ϕ]s|B ≤ nK(s) +Mg|ϕ|B, ∀t, s ≥ 0.

Vậy
‖zn(t)‖
g(t)

≤ n

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖
g(t− s)

K(s)m(s)ds+Q(t), (3.23)

ở đó

Q(t) =
‖Sα(t)‖
g(t)

‖ϕ(0)‖+Mg|ϕ|B
∫ t

0

‖Sα(t− s)‖
g(t− s)

m(s)ds

+

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖
g(t− s)

p(s)

g(s)
ds,

bị chặn đều, theo (3.9) và m, p
g
∈ L1(R+). Từ (3.23), ta có

1 <
1

n
sup
t≥0

‖zn(t)‖
g(t)

≤ sup
t≥0

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖
g(t− s)

K(s)m(s)ds+
1

n
sup
t≥0

Q(t).

Qua giới hạn bất đẳng thức cuối cùng khi n→ +∞, ta thu được bất đẳng

thức mâu thuẫn với (3.22).

3.3. KẾT QUẢ VỀ TÍNH ỔN ĐỊNH TIỆM CẬN YẾU

Trong mục này, ta xét trường hợp A là toán tử quạt kiểu (ω, θ) với ω < 0

và 0 ≤ θ < π(1− α/2), nghĩa là α-giải thức Sα(·) là ổn định tiệm cận:

‖Sα(t)‖ ≤ Ĉ

1 + |ω|tα
, ∀t ≥ 0, (3.24)

theo Định lí 1.4.
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Ta thấy rằng, bằng cách chọn g ≡ 1 và tiến hành tương tự như chứng

minh Định lí 3.1, ta có thể chứng minh được sự tồn tại nghiệm của bài toán

(3.1)-(3.2) và suy ra tính ổn định tiệm cận yếu của nghiệm không. Cụ thể

là, ta xét toán tử nghiệm F trên không gian

BC0,ϕ = {v ∈ C([0,+∞);X) : v(0) = ϕ(0), lim
t→+∞

‖v(t)‖ = 0},

với chuẩn

‖v‖∞ = sup
t≥0
‖v(t)‖.

Trong tình huống này, các giả thiết (A]), (B]) và (F]) được thay thế bởi

các giả thiết sau.

(A]
a) A là toán tử quạt kiểu (ω, θ) với ω < 0 và 0 ≤ θ < π(1 − α/2), sao

cho α-giải thức Sα(·) sinh bởi A là liên tục theo chuẩn.

(B]
a) Không gian pha B cho trong Định nghĩa 1.26, với hàm K bị chặn đều

và M thỏa mãn M(t) = o(1) khi t→ +∞.

(F]
a) Ánh xạ đa trị F : R+ × B → Kv(X) thỏa mãn:

(1) với ψ ∈ B ánh xạ đa trị F (·, ψ) : R+ → Kv(X) có một hàm

chọn đo được mạnh địa phương, nghĩa là với mỗi T > 0 ta có

thể tìm được một hàm đo được mạnh f : [0, T ] → X , sao cho

f(t) ∈ F (t, ψ) với hầu khắp t ∈ [0, T ];

(2) với hầu khắp t ∈ R+ ánh xạ đa trị F (t, ·) : B → Kv(X) là nửa

liên tục trên trên B;
(3) tồn tại hàm m ∈ L1(R+), sao cho với mọi ψ ∈ B, ta có

‖F (t, ψ)‖ := sup{‖ξ‖ : ξ ∈ F (t, ψ)} ≤ m(t)|ψ|B,

với hầu khắp t ∈ R+;

(4) tồn tại hàm k ∈ L∞(R+), sao cho với mọi tập bị chặn D ⊂ B, ta
có χ(F (t,D)) ≤ k(t) sup

s≤0
χ(D(s)) với hầu khắp t ∈ R+.

Định lí sau là một hệ quả của Định lí 3.1.

Định lí 3.2. Giả sử các giả thiết (A]
a), (B

]
a) và (F]

a) thỏa mãn. Với điều

kiện

Λ∞ = sup
t≥0

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖K(s)m(s)ds < 1, (3.25)

thì nghiệm không của bài toán (3.1)-(3.2) là ổn định tiệm cận yếu.
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Chứng minh. Kí hiệu Σ(ϕ) là tập nghiệm của (3.1) với điều kiện ban đầu

ϕ. Theo Định lí 3.1, ta có Σ(ϕ) 6= ∅ và có thể tìm được z ∈ Σ(ϕ), sao cho

‖z(t)‖ = o(1) khi t → +∞. Từ giả thiết (F]
a)(3) ta thấy rằng u = 0 là

một nghiệm của (3.1).

Trước tiên, ta chứng tỏ rằng nghiệm u = 0 là ổn định, nghĩa là với ε > 0,

tồn tại δ > 0 sao cho với |ϕ|B < δ, ta có |zt|B < ε, z ∈ Σ(ϕ). Thực vậy,

với z ∈ Σ(ϕ), ta có thể lấy f ∈ PF (z|R+) sao cho

z(t) = Sα(t)ϕ(0) +

∫ t

0

Sα(t− s)f(s)ds, t ≥ 0.

Sau đó, với giả thiết (F]
a)(3) và (B3)-(B4) trong Định nghĩa 1.26, ta có

‖z(t)‖ ≤ Ĉ‖ϕ(0)‖+

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖m(s)|zs|Bds

≤ Ĉ%|ϕ|B +

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖m(s)K(s) sup
r∈[0,s]

‖z(r)‖ds

+

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖m(s)M(s)|ϕ|Bds

≤ Ĉ%|ϕ|B + Λ∞ sup
s≥0
‖z(s)‖+ Υ∞|ϕ|B, (3.26)

ở đó

Υ∞ = sup
t≥0

∫ t

0

‖Sα(t− s)‖M(s)m(s)ds < +∞.

Ước lượng (3.26) suy ra

sup
t≥0
‖z(t)‖ ≤ Ĉ%+ Υ∞

1− Λ∞
|ϕ|B. (3.27)

Vậy, với mọi t ≥ 0 thì

|zt|B ≤ K(t) sup
r∈[0,t]

‖z(r)‖+M(t)|ϕ|B

≤ K∞ sup
r≥0
‖z(r)‖+M∞|ϕ|B

≤
[
K∞(Ĉ%+ Υ∞)

1− Λ∞
+M∞

]
|ϕ|B, (3.28)

ở đây K∞ = supt≥0K(t) và M∞ = supt≥0M(t). Điều này đảm bảo tính

ổn định của nghiệm không.

Tiếp theo, ta chứng minh nghiệm không là hút yếu. Lấy z ∈ Σ(ϕ), sao

cho ‖z(t)‖ = o(1) khi t → +∞, ta cần chứng tỏ rằng |zt|B → 0 khi
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t→ +∞. Lại dùng (B3) trong Định nghĩa 1.26, với σ = t
2
, ta có

|zt|B ≤ K

(
t

2

)
sup
r∈[ t2 ,t]

‖z(r)‖+M

(
t

2

)
|z t

2
|B

≤ K∞ sup
r≥ t2

‖z(r)‖+M

(
t

2

)[
K∞(Ĉ%+ Υ∞)

1− Λ∞
+M∞

]
|ϕ|B, (3.29)

nhờ vào (3.28). Cho ε > 0, theo (B]
a), tồn tại T > 0 sao cho ‖z(r)‖ < ε và

M(r) < ε với mọi r ≥ T . Do đó, bất đẳng thức (3.29) cho ta thấy rằng,

với mọi t ≥ 2T thì

|zt|B < C∗ε,

ở đó

C∗ = K∞ +

[
K∞(Ĉ%+ Υ∞)

1− Λ∞
+M∞

]
|ϕ|B.

Vì ε > 0 bé tùy ý, ta có điều phải chứng minh.

3.4. ÁP DỤNG

Cho Ω là miền bị chặn trong RN với biên trơn ∂Ω. Xét phương trình đạo

hàm riêng sau

∂u

∂t
(t, x) =

∫ t

0

(t− s)α−2

Γ(α− 1)
∆xu(s, x)ds+ f(t, x), t > 0, x ∈ Ω, (3.30)

ở đó α ∈ (1, 2), hàm u thỏa mãn điều kiện biên

u(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0, (3.31)

và điều kiện ban đầu

u(t, x) = ϕ(t, x), x ∈ Ω, t ≤ 0; (3.32)

hàm f ràng buộc bởi

f(t, x) ∈ b(t, x)

∫ 0

−∞

∫
Ω

ν(θ, y)
[
f1(u(t+ θ, y)), f2(u(t+ θ, y))

]
dydθ,

(3.33)

ở đây [f1, f2] = {τf1 + (1− τ)f2 : τ ∈ [0, 1]}.

Xét A = ∆ với D(A) = H2(Ω)∩H1
0(Ω), khi đó tập giải của A, ρ(A) ⊂

C\(−∞,−λ1], ở đó λ1 = inf{‖∇u‖2
L2(Ω) : ‖u‖L2(Ω) = 1}. Vậy A là toán

tử quạt kiểu (−λ1, θ) với θ ∈ (0, π
2
) bất kỳ.
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Cho X = L2(Ω). Để có được α-giải thức Sα(·), ta xét hệ tuyến tính

∂u

∂t
(t, x) =

∫ t

0

(t− s)α−2

Γ(α− 1)
∆xu(s, x)ds, x ∈ Ω, t > 0, (3.34)

u(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0, (3.35)

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω, (3.36)

ở đó u0 ∈ X . Tích phân hai vế (3.34), ta được

u(t, x) =

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
∆xu(s, x)ds+ u0(x).

Điều này nghĩa là

∂αt u(t, x) = ∆xu(t, x), (3.37)

u(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0, (3.38)

u(0, x) = u0(x),
∂u

∂t
(0, x) = 0, (3.39)

ở đây ∂αt là đạo hàm phân thứ theo nghĩa Caputo với bậc α ∈ (1, 2) ứng

với t. Rõ ràng, nghiệm của bài toán (3.37)-(3.39) được cho bởi

u(t, x) = Sα(t)u0(x).

Dựa vào [69, Định lí 2.3], ta thấy rằng Sα(·) khả vi trên (0,+∞) và∥∥∥∥ ddtSα(t)u0

∥∥∥∥ ≤ Cαt
−1‖u0‖, t > 0,

với Cα là một hằng số dương. Đặc biệt, Sα(·) là liên tục theo chuẩn. Vậy

giả thiết (A]
a) được đáp ứng.

Xét không gian pha B = CL2
g (xem Ví dụ 1.7) với g(θ) = ehθ, ở đây nửa

chuẩn trong B được cho bởi

|w|B = sup
−r≤θ≤0

‖w(θ)‖X +

(∫ −r
−∞

ehθ‖w(θ)‖2
Xdθ

) 1
2

,

với r = − 1
h

ln(1− h). Nhờ công thức (1.15) và (1.16), ta có

K(t) =

{
1, 0 ≤ t ≤ r,

1 + 1√
h

√
e−hr − e−ht, t > r;

M(t) =

max

{
e−

1
2ht, 1 +

√
e−hr

h
(1− e−ht)

}
, 0 ≤ t ≤ r,

e−
1
2ht, t > r.
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Ta thấy rằng K(t) = O(1),M(t) = o(1) khi t→ +∞, và do đó (B]
a) thỏa

mãn.

Ta sẽ chỉ ra rằng hệ (3.30)-(3.33) là ổn định tiệm cận yếu với một thiết

lập thích hợp đối với phần phi tuyến. Cụ thể, giử sử rằng

(N1) b ∈ L1(R+;L2(Ω));

(N2) f1, f2 : R→ R là liên tục và thỏa mãn

|fi(z)| ≤ Cf |z|,∀z ∈ R,

với Cf > 0 nào đó;

(N3) ν : (−∞, 0]× Ω→ R là hàm liên tục, sao cho

|ν(θ, y)| ≤ Cνe
hθ,∀y ∈ Ω, θ ≤ 0,

ở đây h ∈ (0, 1) và Cν > 0.

Cho F : R+ × B → P(X) là ánh xạ đa trị, định nghĩa bởi

F (t, w)(x) = b(t, x)

∫ 0

−∞

∫
Ω

ν(θ, y)
[
f1(w(θ, y)), f2(w(θ, y))

]
dydθ.

Khi đó ta thấy rằng, với mỗi τ ∈ [0, 1] hàm số

f(t, x) = b(t, x)

∫ 0

−∞

∫
Ω

ν(θ, y)
[
τf1(w(θ, y)) + (1− τ)f2(w(θ, y))

]
dydθ

là một hàm chọn khả tích của F (t, w). Giả thiết (F]
a)(1) được thỏa mãn.

Bây giờ, với mỗi tập bị chặn W ⊂ B, F (t,W ) ⊂ span{b(t, ·)}, là không

gian con một chiều của L2(Ω). Thêm nữa, nhờ (N2), F (t,W ) cũng là tập

bị chặn và compact tương đối. Do đó

χ(F (t,W )) = 0,

và giả thiết (F]
a)(4) thỏa mãn với k = 0. Đặc biệt, F (t, w) là compact

tương đối với mỗi w ∈ B. Nhờ tính liên tục của f1, f2 và Định lí hội tụ trội

Lebesgue, ta có thể kiểm tra tính đóng của F (t, ·). Do đó, F (t, ·) có giá

trị compact và nửa liên tục trên theo [40, Định lí 1.1.12]. Giả thiết (F]
a)(2)

được thỏa mãn.

Đối với giả thiết (F]
a)(3), ta có ước lượng sau

‖F (t, w)‖2 ≤ C2
νC

2
f‖b(t, ·)‖2

(∫ 0

−∞
ehθ
∫

Ω

|w(θ, y)|dydθ
)2
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≤ 1

h
C2
νC

2
f‖b(t, ·)‖2

∫ 0

−∞
ehθ
(∫

Ω

|w(θ, y)|dy
)2

dθ

≤ 1

h
C2
νC

2
fµ(Ω)‖b(t, ·)‖2

∫ 0

−∞
ehθ‖w(θ, ·)‖2dθ

=
1

h
C2
νC

2
fµ(Ω)‖b(t, ·)‖2

(∫ 0

−r
+

∫ −r
−∞

)
ehθ‖w(θ, ·)‖2dθ

≤ 1

h
C2
νC

2
fµ(Ω)‖b(t, ·)‖2

(
‖w‖2

C([−r,0];X) +

∫ −r
−∞

ehθ‖w(θ, ·)‖2dθ

)
≤ 1

h
C2
νC

2
fµ(Ω)‖b(t, ·)‖2|w|2B,

nhờ bất đẳng thức Hölder và r = − 1
h

ln(1 − h), ở đây µ(Ω) là độ đo

Lebesgue của Ω. Khi đó

‖F (t, w)‖ ≤ 1√
h
CνCf

√
µ(Ω)‖b(t, ·)‖|w|B.

Như vậy, giả thiết (F]
a)(3) được thỏa mãn vớim(t) = 1√

h
CνCf

√
µ(Ω)‖b(t, ·)‖.

Cuối cùng, nếu ta giả sử thêm rằng b(t, x) = b1(t)b2(x) với b1 ∈ L1(R+), b2 ∈
L2(Ω) thì

‖b(t, ·)‖ = b1(t)‖b2‖,
và ta có thể kiểm tra điều kiện (3.25) như sau

Λ∞ ≤ sup
t≥0

∫ t

0

C0K∞‖b2‖b1(s)

1 + λ1(t− s)α
ds ≤ C0K∞‖b2‖‖b1‖L1(R+),

ở đó C0 = 1√
h
ĈCνCf

√
µ(Ω), nhờ vào (1.4). Do đó, (3.25)-(3.26) thỏa mãn

với ‖b2‖‖b1‖L1(R+) nhỏ.

Kết luận Chương 3

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu lớp bao hàm thức vi phân dạng

tán xạ-sóng với trễ vô hạn. Các kết quả đạt được bao gồm:

1) Chứng minh được sự tồn tại nghiệm tích phân (Định lí 3.1).

2) Chứng minh được tính ổn định tiệm cận yếu của nghiệm tầm thường

(Định lí 3.2)

3) Cuối cùng, chúng tôi áp dụng kết quả thu được cho lớp phương trình

đạo hàm riêng đa trị ở Mục 3.4.

Chúng tôi nghiên cứu tính ổn định tiệm cận yếu của nghiệm không cho

bao hàm thức vi tích phân nửa tuyến tính với trễ vô hạn bằng cách sử dụng
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các ước lượng độ đo không compact. Về mặt kỹ thuật, việc xây dựng độ đo

χ∗ để xác định một tiêu chuẩn compact trên không gian Cg đóng vai trò

quan trọng. Kết quả nghiên cứu trong chương này là kết quả đầu tiên về

tính ổn định tiệm cận yếu của nghiệm không đối với bao hàm thức vi tích

phân dạng (3.1) với trễ vô hạn.
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Chương 4

TÍNH HÚT TRONG THỜI GIAN HỮU HẠN CỦA NGHIỆM

PHƯƠNG TRÌNH SÓNG PHÂN THỨ CÓ TRỌNG

Trong chương này, chúng tôi chứng minh sự tồn tại và tính hút trong thời

gian hữu hạn của nghiệm đối với phương trình sóng phân thứ có trọng nửa

tuyến tính với toán tử quạt và phần phi tuyến tăng trưởng trên tuyến tính.

Vấn đề nêu trên được nghiên cứu dựa trên lí thuyết về α-giải thức, định lí

điểm bất động cho ánh xạ nén và các ước lượng cục bộ của nghiệm. Cuối

cùng là một ứng dụng cho một lớp phương trình đạo hàm riêng cụ thể.

Nội dung của chương này dựa trên công trình số 3 (dạng tiền ấn phẩm)

trong Danh mục công trình khoa học của tác giả liên quan đến luận án.

4.1. ĐẶT BÀI TOÁN

Cho (X, ‖ · ‖) là một không gian Banach. Xét bài toán sau

CDα,σ
0 u(t) = Au(t) + f(t, ut), t ∈ [0, T ], (4.1)

u(s) = ϕ(s), s ∈ [−h, 0], (4.2)

u′(0) = y, (4.3)

ở đây α ∈ (1, 2), σ > 0, CDα,σ
0 là đạo hàm phân thứ có trọng với bậc α theo

nghĩa Caputo (xem Định nghĩa 1.5), hàm trạng thái u nhận giá trị trong

X với trễ ut ∈ C([−h, 0];X) xác định bởi ut(s) = u(t + s), s ∈ [−h, 0],

A là một toán tử tuyến tính đóng trên X và hàm phi tuyến f được định

nghĩa trên [0, T ]× C([−h, 0];X).

4.2. SỰ TỒN TẠI NGHIỆM

Trước tiên, để nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của bài toán (4.1)-(4.3) trong

trường hợp phần phi tuyến có tăng trưởng dưới tuyến tính, chúng tôi sử

dụng các giả thiết sau:

(A∗) A là toán tử quạt kiểu (0, θ) với góc θ ∈ [0, (1− α
2
)π) và 0 ∈ ρ(A).
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(F∗) Ánh xạ f : [0, T ]× Ch → X liên tục và thỏa mãn:

(1) điều kiện tăng trưởng

‖f(t, v)‖ ≤ a+ b‖v‖Ch,∀v ∈ Ch, hầu khắp t ∈ [0, T ],

với a, b là các số không âm;

(2) nếu (λI −A)−1, λ ∈ ρ(A), không compact thì với mọi tập bị chặn

Ω ⊂ Ch, ta có

χ(f(t,Ω)) ≤ k(t) sup
θ∈[−h,0]

χ(Ω(θ)),

ở đây k ∈ L1(0, T ) là hàm không âm.

Chúng tôi sử dụng phép biến đổi Laplace để đưa ra công thức biểu diễn

nghiệm tích phân cho bài toán (4.1)-(4.3). Chú ý rằng, trong trường hợp

α ∈ (1, 2),

CDα,σ
0 u(t) =

1

2− α

∫ t

0

hα,σ(t− s)(u′′(s) + 2σu′(s) + σ2u(s))ds,

ở đây hα,σ(t) = t1−αe−σt. Kí hiệu L[f ] là biến đổi Laplace của hàm f . Thực

hiện phép biến đổi Laplace đối với

Dα,σu(t) = Au(t) + f(t), α ∈ (1, 2), σ > 0,

ta được

1

Γ(2− α)
L
[
hα,σ ∗ (u′′ + 2σu′ + σ2u)

]
(λ) = AL[u](λ) + L[f ](λ).

Sử dụng quy tắc biến đổi tích chập, ta có

1

Γ(2− α)
L [hα,σ] (λ)L

[
(u′′ + 2σu′ + σ2u)

]
(λ) = AL[u](λ) + L[f ](λ).

Vì L [hα,σ] (λ) = Γ(2−α)

(λ+σ)2−α
, nên

(λ+ σ)α−2
(
(λ+ σ)2L[u](λ)− (λ+ σ)u(0)− (u′(0) + σu(0))

)
= AL[u](λ) + L[f ](λ).

Do đó

L[u](λ) = (λ+ σ)α−1((λ+ σ)αI − A)−1u(0)

+ (λ+ σ)α−2((λ+ σ)αI − A)−1(u′(0) + σu(0))
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+ ((λ+ σ)αI − A)−1L[f ](λ). (4.4)

Mặt khác

λα−1(λαI − A)−1 = L[Sα](λ),

λα−2(λαI − A)−1 = λ−1λα−1(λαI − A)−1

= L[1 ∗ Sα](λ),

và

(λαI − A)−1L[f ](λ) = λ1−αλα−1(λαI − A)−1L[f ](λ)

= L[gα−1 ∗ Sα ∗ f ](λ).

Sử dụng phép biến đổi Laplace ngược đối với (4.4) và áp dụng quy tắc

L[e−σ·f(·)](λ) = L[f ](λ+ σ), suy ra

u(t) = e−σtSα(t)u(0) + e−σt(1 ∗ Sα)(t)(σu(0) + u′(0))

+

∫ t

0

e−σ(t−s)(gα−1 ∗ Sα)(t− s)f(s)ds. (4.5)

Xét không gian Banach Ch ×X với chuẩn

‖(x, y)‖ = sup
s∈[−h,0]

‖x(s)‖+ ‖y‖ = ‖x‖Ch + ‖y‖.

Nhờ (4.5), nghiệm tích phân của bài toán (4.1)-(4.3) được định nghĩa như

sau:

Định nghĩa 4.1. Cho trước (ϕ, y) ∈ Ch × X . Hàm u ∈ C([−h, T ];X)

được gọi là một nghiệm tích phân của bài toán (4.1)-(4.3) trên đoạn [−h, T ]

nếu và chỉ nếu u(t) = ϕ(t) khi t ∈ [−h, 0] và

u(t) = e−σtSα(t)ϕ(0) + e−σt(1 ∗ Sα)(t)(y + σϕ(0)),

+

∫ t

0

e−σ(t−s)(gα−1 ∗ Sα)(t− s)f(s, us)ds,

khi t ∈ [0, T ].

Với ϕ ∈ Ch, ta định nghĩa không gian

Cϕ = {u ∈ C([0, T ];X) : u(0) = ϕ(0)}.

Khi đó, Cϕ là một không gian con đóng của C([0, T ];X). Với v ∈ Cϕ, ta

có hàm v[ϕ] : [−h, T ]→ X định nghĩa bởi

v[ϕ](t) =

{
ϕ(t) nếu− h ≤ t ≤ 0,

v(t) nếu t ∈ [0, T ].

69



Rõ ràng

v[ϕ]t(θ) =

{
ϕ(t+ θ), −h− t < θ < −t,
v(t+ θ), θ ∈ [−t, 0].

Sau đây, ta xét toán tử F : Cϕ → Cϕ cho bởi

F(v)(t) = e−σtSα(t)ϕ(0) + e−σt(1 ∗ Sα)(t)(y + σϕ(0))

+

∫ t

0

e−σ(t−s)(gα−1 ∗ Sα)(t− s)f(s, vs)ds.

(4.6)

Dễ thấy rằng nếu v là một điểm bất động của F thì v[ϕ] là một nghiệm

tích phân của (4.1)-(4.3).

Xét toán tử W : L1(0, T ;X)→ C([0, T ];X), xác định bởi

W(f)(t) =

∫ t

0

e−σ(t−s)(gα−1 ∗ Sα)(t− s)f(s)ds. (4.7)

Khi đó, toán tử nghiệm có biểu diễn sau

F(v)(t) = e−σtSα(t)ϕ(0) + e−σt(1 ∗ Sα)(t)(y + σϕ(0)) +W ◦Nf(v)(t),

ở đây Nf(v)(t) = f(t, v[ϕ]t), v ∈ Cϕ.

Mệnh đề 4.1. Toán tử W cho bởi (4.7), có các tính chất:

(1) Nếu tập Ω ⊂ L1(0, T ;X) bị chặn tích phân, thì W(Ω) là tập đồng

liên tục trong C([0, T ];X). Thêm nữa, nếu R(λ,A) là compact với

λ ∈ ρ(A), thì W(Ω) là tập compact tương đối trong C([0, T ];X).

(2) Nếu {fn} ⊂ L1(0, T ;X) là một dãy nửa compact thì {W(fn)} có dãy

con hội tụ trong C([0, T ];X). Hơn nữa nếu fn ⇀ f trong L1(0, T ;X)

thì W(fn)→W(f) trong C([0, T ];X).

Chứng minh. Ta biết rằng toán tử t 7→ (gα−1 ∗ Sα)(t) liên tục theo chuẩn

với t > 0, do đó toán tử Φ định nghĩa bởi

Φ(t, s) = e−σ(t−s)(gα−1 ∗ Sα)(t− s),

thỏa mãn các giả thiết của Bổ đề 1.3. Điều này kéo theoW(Ω) là đồng liên

tục với mỗi tập bị chặn tích phân Ω ⊂ L1(0, T ;X). Nếu R(λ,A) compact

với λ ∈ ρ(A), thì Sα(t) cũng compact với t > 0 nhờ Định lí 1.5. Vì vậy, ta

có

χ(W(Ω)(t)) = χ

(∫ t

0

e−σ(t−s)
(∫ t−s

0

gα−1(t− s− r)Sα(r)Ω(s)dr

)
ds

)
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≤ 4

∫ t

0

e−σ(t−s)χ

(∫ t−s

0

gα−1(t− s− r)Sα(r)Ω(s)dr

)
ds

≤ 16

∫ t

0

e−σ(t−s)
(∫ t−s

0

gα−1(t− s− r)χ (Sα(r)Ω(s)) dr

)
ds

= 0,

ở đây ta sử dụng Mệnh đề 1.5. Do đó, W(Ω) là compact tương đối, theo

định lí Arzelà-Ascoli.

Phần còn lại của mệnh đề được chứng minh tương tự như trong [40, Định

lí 5.1.1].

Toán tử nghiệm F cho bởi (4.6) là một ánh xạ liên tục trên Cϕ, do tính

liên tục của f .

Bổ đề 4.1. Nếu các giả thiết (A∗) và (F∗) thỏa mãn thì

χT (F(Ω)) ≤
(

4 sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

e−(σ+L)(t−s)‖(gα−1 ∗ Sα)(t− s)‖k(s)ds

)
χT (Ω),

với mọi tập bị chặn Ω ⊂ Cϕ.

Chứng minh. Cho Ω ⊂ Cϕ là một tập bị chặn. Với v ∈ Ω, ta có

F(v)(t) = e−σtSα(t)ϕ(0) + e−σt
∫ t

0

Sα(s)(y + σϕ(0))ds+W ◦Nf(v)(t),

trong đó

W ◦Nf(v)(t) =

∫ t

0

e−σ(t−s)(gα−1 ∗ Sα)(t− s)f(s, v[ϕ]s)ds.

Do giả thiết (F∗)(1), Nf(Ω) bị chặn tích phân. Theo Mệnh đề 4.1, ta có

W ◦Nf(Ω) là một tập đồng liên tục trong Cϕ. Vì vậy

modT (W ◦Nf(Ω)) = 0. (4.8)

Bây giờ ta đánh giá ωT (W◦Nf(Ω)). Nếu (λI−A)−1 compact với λ ∈ ρ(A),

thì W ◦Nf(Ω) là compact theo Mệnh đề 4.1. Nghĩa là

ωT (W ◦Nf(Ω)) = sup
t∈[0,T ]

e−Ltχ(W ◦Nf(Ω)(t)) = 0.

Trong trường hợp ngược lại, sử dụng (F∗)(2), suy ra

χ(W ◦Nf(Ω)(t))
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≤ 4

∫ t

0

e−σ(t−s)‖(gα−1 ∗ Sα)(t− s)‖χ(f(s,Ω[ϕ]s))ds

≤ 4

∫ t

0

e−σ(t−s)‖(gα−1 ∗ Sα)(t− s)‖k(s) sup
θ∈[−h,0]

χ(Ω[ϕ](s+ θ))ds

≤ 4

∫ t

0

e−σ(t−s)‖(gα−1 ∗ Sα)(t− s)‖k(s) sup
r∈[0,s]

χ(Ω(r))ds,

ở đây ta sử dụng đẳng thức Ω[ϕ](r) = {ϕ(r)} với r ∈ [−h, 0]. Điều này

kéo theo

e−Ltχ(F(Ω)(t)) ≤ 4

∫ t

0

e−(σ+L)(t−s)‖(gα−1∗Sα)(t−s)‖k(s)e−Lsχ(Ω(s))ds.

Vậy

ωT (F(Ω) ≤
(

4

∫ t

0

e−(σ+L)(t−s)‖(gα−1 ∗ Sα)(t− s)‖k(s)ds

)
ωT (Ω). (4.9)

Kết hợp (4.8) và (4.9), ta có điều cần chứng minh.

Chọn L trong công thức (1.5), sao cho

4 sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

e−(σ+L)(t−s)‖(gα−1 ∗ Sα)(t− s)‖k(s)ds < 1, (4.10)

ta thấy rằng toán tử nghiệm F là χT -nén dưới các giả thiết áp đặt lên A

và f . Định lí sau đây là kết quả về sự tồn tại nghiệm của bài toán khi phần

phi tuyến có tăng trưởng dưới tuyến tính.

Định lí 4.1. Với các giả thiết (A∗) và (F∗). Tập nghiệm của bài toán (4.1)-

(4.3) là khác rỗng.

Chứng minh. Để áp dụng Định lí 1.9, ta chỉ cần tìm một tập lồi, đóng và

bị chặnM sao cho F(M) ⊂M. Lấy v ∈ Cϕ, khi đó

‖F(v)(t)‖ ≤ e−σt‖Sα(t)‖‖ϕ‖Ch + e−σt
∫ t

0

‖Sα(s)‖(‖y‖+ σ‖ϕ‖Ch)ds

+

∫ t

0

e−σ(t−s)‖(gα−1 ∗ Sα)(t− s)‖‖f(s, v[ϕ]s)‖ds

≤Me−σt‖ϕ‖Ch +Mte−σt(‖y‖+ σ‖ϕ‖Ch)

+ Cα

∫ t

0

(t− s)α−1e−σ(t−s)(a+ b‖v[ϕ]s‖Ch)ds,

nhờ các đánh giá đã cho trong Định lí 1.5 và 1.6. Dễ thấy rằng

‖v[ϕ]s‖Ch = sup
θ∈[−h,0]

‖v[ϕ](s+ θ)‖ ≤ ‖ϕ‖Ch + sup
ρ∈[0,s]

‖v(ρ)‖,
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nên ta có

eσt‖F(v)(t)‖ ≤M‖ϕ‖Ch +Mt(‖y‖+ σ‖ϕ‖Ch) + Cα(a+ b‖ϕ‖Ch)I(t)

+ bCα

∫ t

0

(t− s)α−1eσs sup
ρ∈[0,s]

‖v(ρ)‖ds

với

I(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1eσsds.

Lưu ý là

I(t) ≤ eσt
∫ t

0

(t− s)α−1ds =
tα

α
eσt,

do đó

eσt‖F(v)(t)‖ ≤ C1 + C2

∫ t

0

(t− s)α−1eσs sup
r∈[0,s]

‖v(r)‖ds, (4.11)

ở đây

C1 = M‖ϕ‖Ch +MT (‖y‖+σ‖ϕ‖Ch) +
Cα

α
(a+ b‖ϕ‖Ch)T

αeσT , C2 = bCα.

Do vế phải của bất đẳng thức (4.11) không giảm theo t, suy ra

eσt sup
r∈[0,t]

‖F(v)(r)‖ ≤ C1 + C2

∫ t

0

(t− s)α−1eσs sup
r∈[0,s]

‖v(r)‖ds, (4.12)

Kí hiệu

M = {u ∈ Cϕ : eσt sup
s∈[0,t]

‖u(s)‖ ≤ ψ(t), t ∈ [0, T ]},

trong đó ψ là nghiệm duy nhất của phương trình tích phân

ψ(t) = C1 + C2

∫ t

0

(t− s)α−1ψ(s)ds, t ∈ [0, T ].

Rõ ràngM là một con tập lồi, đóng và bị chặn của Cϕ. Ước lượng (4.12)

đảm bảo F(M) ⊂M.

Bây giờ, để xét trường hợp f có thể tăng trưởng trên tuyến tính, ta thay

điều kiện (F∗) bởi điều kiện sau.

(F∗a) Hàm phi tuyến f : [0, T ] × Ch → X liên tục và thỏa mãn (F)(2).

Hơn nữa, tồn tại hàm m ∈ C([0, T ];R+) và hàm không giảm Ψ ∈
C(R+;R+), sao cho

‖f(t, v)‖ ≤ m(t)Ψ(‖v‖Ch), ∀v ∈ Ch.
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Đặt Cσ = max{σ−1e−1, T e−σT}, và kí hiệu | · |∞ là chuẩn sup trong

C([0, T ];R). Ta có kết quả tiếp theo về sự tồn tại nghiệm khi phần phi

tuyến có thể tăng trưởng trên tuyến tính.

Định lí 4.2. Giả sử rằng các giả thiết (A∗) và (F∗a) thỏa mãn. Nếu tồn tại

R > 0, sao cho

M‖ϕ‖Ch +MCσ(‖y‖+ σ‖ϕ‖Ch) + CαΓ(α)|Iα,σ0 m|∞Ψ(‖ϕ‖Ch +R) ≤ R,

(4.13)

thì bài toán (4.1)-(4.3) có ít nhất một nghiệm tích phân.

Chứng minh. Để áp dụng Định lí 1.9, ta chỉ cần chỉ ra rằng F(BR) ⊂ BR,

trong đó BR là hình cầu đóng trong Cϕ có tâm tại gốc tọa độ với bán kính

R. Thật vậy, lấy v ∈ BR, khi đó

‖F(v)(t)‖ ≤ e−σt‖Sα(t)‖‖ϕ‖Ch + e−σt
∫ t

0

‖Sα(s)‖(‖y‖+ σ‖ϕ‖Ch)ds

+

∫ t

0

e−σ(t−s)‖(gα−1 ∗ Sα)(t− s)‖‖f(s, v[ϕ]s)‖ds

≤Me−σt‖ϕ‖Ch +Mte−σt(‖y‖+ σ‖ϕ‖Ch)

+ Cα

∫ t

0

e−σ(t−s)(t− s)α−1m(s)Ψ(‖v[ϕ]s‖Ch)ds

≤M‖ϕ‖Ch +MCσ(‖y‖+ σ‖ϕ‖Ch)
+ CαΓ(α)Iα,σ0 m(t)Ψ(‖ϕ‖Ch +R),

nhờ đánh giá te−σt ≤ Cσ,∀t ∈ [0, T ]. Điều này kéo theo

‖F(v)‖Cϕ ≤M‖ϕ‖Ch +MCσ(‖y‖+ σ‖ϕ‖Ch)
+ CαΓ(α)|Iα,σ0 m|∞Ψ(‖ϕ‖Ch +R)

≤ R.

Ta có điều phải chứng minh.

Nhận xét 4.1. Nếu Ψ có tăng trưởng kiểu đa thức, thì điều kiện (4.13)

xảy ra khi ‖(ϕ, y)‖ cũng như |Iα,σ0 m|∞ nhỏ. Đặc biệt, nếu Ψ(r) = rq với

q > 1, thì (4.13) thỏa mãn nếu dữ kiện ban đầu đủ nhỏ, nghĩa là, điều kiện

áp đặt lên |Iα,σ0 m|∞ được giải phóng.

4.3. TÍNH HÚT TRONG THỜI GIAN HỮU HẠN

Trong phần này, chúng tôi chứng minh kết quả chính của chương đó là tính

hút trong thời gian hữu hạn của nghiệm không. Kí hiệu S(ξ) là tập nghiệm
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của bài toán (4.1)-(4.3) với dữ kiện ban đầu ξ = (ϕ, y). Chúng tôi sử dụng

khái niệm hút trong khoảng thời gian hữu hạn của nghiệm đối với phương

trình (4.1) như sau.

Định nghĩa 4.2. (Tính hút trong khoảng thời gian hữu hạn). Cho ξ0 =

(ϕ0, y0) ∈ Ch ×X . Nghiệm u ∈ S(ξ0) được gọi là

(i) hút trên [0, T ] nếu tồn tại η > 0 sao cho

‖vT − uT‖Ch + ‖v′(T )− u′(T )‖ < ‖ϕ− ϕ0‖Ch + ‖y − y0‖

với mọi ξ = (ϕ, y) ∈ Bη(ξ0) \ {ξ0} và v ∈ S(ξ), ở đây Bη(ξ0) là hình

cầu đóng trong Ch ×X có tâm tại ξ0 bán kính η.

(ii) hút mũ trên [0, T ] nếu

lim sup
η↘0

1

η
sup

ξ∈Bη(ξ0)

sup
v∈S(ξ)

(‖vT − uT‖Ch + ‖v′(T )− u′(T )‖) < 1.

Hiển nhiên, từ tính hút mũ suy ra tính hút. Chúng tôi đưa ra một điều

kiện đủ cho tính hút mũ trong bổ đề sau.

Bổ đề 4.2. Cho trước ξ0 = (ϕ0, y0) ∈ Ch × X. Nghiệm u ∈ S(ξ0) là hút

mũ trên [0, T ] nếu

lim sup
‖ξ‖→0

sup
v∈S(ξ+ξ0)

‖vT − uT‖Ch + ‖v′(T )− u′(T )‖
‖ξ‖

< 1. (4.14)

Chứng minh. Lấy v ∈ S(ξ) với ξ = (ϕ, y) ∈ Bη(ξ0). Đặt ζ = ξ − ξ0, ta có

ζ ∈ Bη(0) và

1

η
sup

ξ∈Bη(ξ0)

sup
v∈S(ξ)

(‖vT − uT‖Ch + ‖v′(T )− u′(T )‖)

= sup
‖ζ‖<η

sup
v∈S(ζ+ξ0)

‖vT − uT‖Ch + ‖v′(T )− u′(T )‖
‖ζ‖

‖ζ‖
η

≤ sup
‖ζ‖<η

sup
v∈S(ζ+ξ0)

‖vT − uT‖Ch + ‖v′(T )− u′(T )‖
‖ζ‖

.

Do đó

lim sup
η↘0

1

η
sup

ξ∈Bη(ξ0)

sup
v∈S(ξ)

(‖vT − uT‖Ch + ‖v′(T )− u′(0)‖)

≤ lim sup
‖ζ‖→0

sup
v∈S(ζ+ξ0)

‖vT − uT‖Ch + ‖v′(T )− u′(T )‖
‖ζ‖

.

Sử dụng bất đẳng thức (4.14), ta có điều phải chứng minh.
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Bổ đề 4.3. Nếu giả thiết (A∗) và (F∗a) thỏa mãn với Ψ Lipschitz địa phương

và Ψ(r) = γr + o(r) khi r → 0, ở đây γ là một số không âm, thì

lim sup
ξ=(ϕ,y)→0

sup
u∈S(ξ)

‖ut‖Ch = 0,∀t ∈ [0, T ].

Chứng minh. Giả sử ξ = (ϕ, y) và u ∈ S(ξ). Khi đó

‖u(t)‖ ≤ e−σt‖Sα(t)‖‖ϕ‖Ch + e−σt
∫ t

0

‖Sα(s)‖(‖y‖+ σ‖ϕ‖Ch)ds

+

∫ t

0

e−σ(t−s)‖(gα−1 ∗ Sα)(t− s)‖‖f(s, us)‖ds

≤Me−σt‖ϕ‖Ch +Mte−σt(‖y‖+ σ‖ϕ‖Ch)

+ Cα

∫ t

0

e−σ(t−s)(t− s)α−1m(s)Ψ(‖us‖Ch)ds

≤M‖ϕ‖Ch +MCσ(‖y‖+ σ‖ϕ‖Ch)

+ Cα|m|∞
∫ t

0

(t− s)α−1Ψ(‖ϕ‖Ch + sup
r∈[0,s]

‖u(r)‖)ds.

Vì số hạng cuối không giảm theo t và Ψ là hàm không giảm, ta có

sup
u∈S(ξ)

sup
r∈[0,t]

‖u(r)‖ ≤M‖ϕ‖Ch +MCσ(‖y‖+ σ‖ϕ‖Ch)

+ Cα|m|∞
∫ t

0

(t− s)α−1Ψ(‖ϕ‖Ch + sup
u∈S(ξ)

sup
r∈[0,s]

‖u(r)‖)ds.

Qua giới hạn khi ‖ξ‖ → 0, suy ra

v(t) ≤ Cα|m|∞
∫ t

0

(t− s)α−1Ψ(v(s))ds, (4.15)

với

v(t) = lim sup
ξ→0

sup
u∈S(ξ)

sup
r∈[0,t]

‖u(r)‖. (4.16)

Do giả thiết đối với hàm Ψ, tồn tại số L = L(|v|∞) sao cho

Ψ(v(t)) = |Ψ(v(t))−Ψ(0)| ≤ L(|v|∞)v(t), ∀t ∈ [0, T ].

Nên từ (4.15), ta có

v(t) ≤ Cα|m|∞L(|v|∞)

∫ t

0

(t− s)α−1v(s)ds.

Áp dụng bất đẳng thức Gronwall kì dị ta có v = 0. Lưu ý rằng

‖ut‖Ch ≤ ‖ϕ‖Ch + sup
r∈[0,t]

‖u(r)‖,
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từ (4.16) suy ra điều phải chứng minh.

Nhận xét 4.2. Giả thiết đối với hàm Ψ trong Bổ đề 4.3 thỏa mãn trong

trường hợp f(t, 0) = 0 và f(t, ·) khả vi tại 0 theo nghĩa Fréchet. Trong

trường hợp này, có thể chọn hàm Ψ dạng đa thức.

Trước hết chúng tôi nghiên cứu tính hút mũ của nghiệm không đối với

phương trình (4.1).

Định lí 4.3. Giả thiết như trong Bổ đề 4.3. Khi đó nghiệm không của (4.1)

là hút mũ trên [0, T ], nếu bất đẳng thức sau thỏa mãn

Φ(T ) + Σ(T ) < 1, (4.17)

trong đó

Φ(t) = M max{t, 2 + σt}e−σ(t−h)Eα

(
tαγ|m|∞eσhCαΓ(α)

)
,

và

Σ(t) = e−σt max
{
Ct−1 +Mσ2t,M(1 + σt)

}
+ γCα

(∫ t

0

[
σ(t− s)α−1 + (t− s)α−2

]
e−σ(t−s)Φ(s)ds

)
.

Chứng minh. Giả sử ξ = (ϕ, y) ∈ Ch ×X và u ∈ S(ξ). Khi đó

u(t+ θ) = e−σ(t+θ)Sα(t+ θ)ϕ(0) + e−σ(t+θ)

∫ t+θ

0

Sα(s)(y + σϕ(0))ds

+

∫ t+θ

0

e−σ(t+θ−s)(gα−1 ∗ Sα)(t+ θ − s)f(s, us)ds, (4.18)

với t ∈ (h, T ] và θ ∈ [−h, 0]. Nhờ giả thiết về dáng điệu của hàm Ψ, ta

thấy rằng, với mỗi ε > 0 cho trước tồn tại δ > 0, sao cho

Ψ(r) ≤ (γ + ε)r, ∀r ∈ (0, δ).

Sử dụng Bổ đề 4.3, ta có thể tìm được η > 0 để ‖ut‖Ch < δ, ∀u ∈ S(ξ)

miễn là ‖ξ‖ < η. Điều này chỉ ra rằng, với ‖ξ‖ < η, ta có

‖f(t, us)‖ ≤ m(t)Ψ(‖us‖Ch) ≤ |m|∞(γ + ε)‖us‖Ch,∀u ∈ S(ξ).

Lấy ξ ∈ Bη(0). Khi đó theo (4.18), thì

‖u(t+ θ)‖ ≤ e−σteσhM‖ϕ‖Ch + e−σteσhMt(‖y‖+ σ‖ϕ‖Ch)

+ Cα|m|∞(γ + ε)

∫ t+θ

0

(t+ θ − s)α−1e−σ(t+θ−s)‖us‖Chds, ∀t ∈ (h, T ].
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Kéo theo

‖ut‖Ch ≤ e−σteσhM max{t; 1 + σt}(‖ϕ‖Ch + ‖y‖)

+ Cαe
σh|m|∞(γ + ε)

∫ t

0

(t− s)α−1e−σ(t−s)‖us‖Chds, ∀t ∈ (h, T ].

Vì vậy

eσt‖ut‖Ch ≤ eσhM max{t; 1 + σt}(‖ϕ‖Ch + ‖y‖)

+ Cαe
σh|m|∞(γ + ε)

∫ t

0

(t− s)α−1eσs‖us‖Chds, ∀t ∈ (h, T ]. (4.19)

Bây giờ ta cần đến một ước lượng cho eσt‖ut‖Ch với t ∈ [0, h]. Sử dụng các

ước lượng tương tự như trong chứng minh của Bổ đề 4.3, suy ra

‖u(t)‖ ≤M‖ϕ‖Ch +Mt(‖y‖+ σ‖ϕ‖Ch)

+ Cα|m|∞
∫ t

0

(t− s)α−1eσsΨ(‖us‖Ch)ds, ∀t ∈ [0, h].

Do số hạng cuối không giảm nên

sup
r∈[0,t]

‖u(t)‖ ≤M‖ϕ‖Ch +Mt(‖y‖+ σ‖ϕ‖Ch)

+ Cα|m|∞(γ + ε)

∫ t

0

(t− s)α−1eσs‖us‖Chds, ∀t ∈ [0, h].

Vì thế

‖ut‖Ch ≤ ‖ϕ‖Ch + sup
r∈[0,t]

‖u(t)‖

≤ 2M‖ϕ‖Ch +Mt(‖y‖+ σ‖ϕ‖Ch)

+ Cα|m|∞(γ + ε)

∫ t

0

(t− s)α−1eσs‖us‖Chds, ∀t ∈ [0, h].

Cho nên

eσt‖ut‖Ch ≤ eσt(‖ϕ‖Ch + sup
r∈[0,t]

‖u(t)‖)

≤ eσhM max{t; 2 + σt}(‖ϕ‖Ch + ‖y‖)

+ Cαe
σh|m|∞(γ + ε)

∫ t

0

(t− s)α−1eσs‖us‖Chds, ∀t ∈ [0, h].

(4.20)

Từ (4.19) và (4.20), ta được

eσt‖ut‖Ch ≤ eσhM max{t; 2 + σt}(‖ϕ‖Ch + ‖y‖)
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+ Cαe
σh|m|∞(γ + ε)

∫ t

0

(t− s)α−1eσs‖us‖Chds,

với mọi t ∈ [0, T ]. Áp dụng bất đẳng thức Gronwall kì dị cho bất đẳng

thức cuối, để có

eσt‖ut‖Ch ≤ eσhM max{t; 2+σt}(‖ϕ‖Ch+‖y‖)Eα

(
tα(γ + ε)|m|∞eσhCαΓ(α)

)
.

Do đó

‖ut‖Ch ≤ Φε(t)(‖ϕ‖Ch + ‖y‖), (4.21)

trong đó

Φε(t) = M max{t; 2 + σt}e−σ(t−h)Eα

(
tα(γ + ε)|m|∞eσhCαΓ(α)

)
.

Mặt khác, với t > 0

u′(t) = −σe−σtSα(t)ϕ(0) + e−σtS ′α(t)ϕ(0)− σe−σt
∫ t

0

Sα(s)(y + σϕ(0))ds

+ e−σtSα(t)(y + σϕ(0))− σ
∫ t

0

e−σ(t−s)(gα−1 ∗ Sα)(t− s)f(s, us)ds

+

∫ t

0

e−σ(t−s) d

dt
((gα−1 ∗ Sα)(t− s)) f(s, us)ds.

Nên

‖u′(t)‖ ≤ e−σt max
{
Ct−1 +Mσ2t;M(1 + σt)

}
(‖ϕ‖Ch + ‖y‖)

+ (‖ϕ‖Ch + ‖y‖)σCα(γ + ε)

∫ t

0

(t− s)α−1e−σ(t−s)Φε(s)ds

+ (‖ϕ‖Ch + ‖y‖)Cα(γ + ε)

∫ t

0

(t− s)α−2e−σ(t−s)Φε(s)ds

= Σε(t)(‖ϕ‖Ch + ‖y‖), (4.22)

nhờ Định lí 1.6, ở đây

Σε(t) = e−σt max
{
Ct−1 +Mσ2t,M(1 + σt)

}
+ (γ + ε)Cα

(∫ t

0

[σ(t− s)α−1 + (t− s)α−2]e−σ(t−s)Φε(s)ds

)
.

Kết hợp (4.21)-(4.22), ta có

‖ut‖Ch + ‖u′(t)‖ ≤ (Φε(t) + Σε(t))(‖ϕ‖Ch + ‖y‖), ∀t ∈ (0, T ], (4.23)

với mọi ξ = (ϕ, y) ∈ Bη(0) và u ∈ S(ξ).

Do (4.17), có thể chọn ε > 0 sao cho Φε(T ) + Σε(T ) < 1. Từ bất đẳng

thức (4.23), ta có điều phải chứng minh.
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Để chứng minh tính hút của nghiệm khác không, chúng ta cần giả thiết

sau đây đối với phần phi tuyến.

(F∗b) Hàm f : [0, T ] × Ch → X liên tục, thỏa mãn (F∗)(2). Hơn nữa, tồn

tại hàm m ∈ C([0, T ];R+) và hàm không giảm, Lipschitz địa phương

Ψ ∈ C(R+;R+) sao cho Ψ(r) = γr + o(r) khi r → 0 với γ ≥ 0, và

‖f(t, v1)− f(t, v2)‖ ≤ m(t)Ψ(‖v1 − v2‖Ch), ∀v1, v2 ∈ Ch.

Định lí 4.4. Nếu các giả thiết (A∗), (F∗b) thỏa mãn và

Φ(T ) + Σ(T ) < 1,

trong đó Φ, Σ là các hàm đã cho trong Định lí 4.3. Khi đó, mọi nghiệm của

phương trình (4.1) hút mũ trên [0, T ].

Chứng minh. Lấy ξ0 = (ϕ0, y0) ∈ Ch × X và u∗ ∈ S(ξ0). Ta chứng minh

tính hút của nghiệm u∗. Giả sử ξ = (ϕ, y) ∈ Bη(ξ0) và u ∈ S(ξ), đặt

ϕ̃ = ϕ− ϕ0, ỹ = y − y0, ξ̃ = ξ − ξ0 và ũ = u− u∗. Khi đó, ta có

ũ(t) = e−σtSα(t)ϕ̃(0) + e−σt
∫ t

0

Sα(s)(σϕ̃(0) + ỹ)ds

+

∫ t

0

e−σ(t−s)(gα−1 ∗ Sα)(t− s)[f(t, us)− f(t, u∗s)]ds.

Sử dụng (F∗b), suy ra

‖ũ(t)‖ = e−σtM‖ϕ̃‖Ch +Mte−σtt(σ‖ϕ̃‖Ch + ‖ỹ‖)ds

+ Cα|m|∞
∫ t

0

e−σ(t−s)(t− s)α−1Ψ(‖ũs‖Ch)ds.

Lí luận tương tự như trong chứng minh của Bổ đề 4.3, ta thấy rằng ‖ũt‖Ch →
0 khi ξ̃ → 0. Phần còn lại của chứng minh được tiến hành tương tự chứng

minh của Định lí 4.3. Cuối cùng, ta có

‖uT−u∗T‖Ch+‖u
′(T )−(u∗)′(T )‖ ≤ (Φε(T )+Σε(T ))(‖ϕ−ϕ0‖Ch+‖y−y0‖),

với mọi ξ = (ϕ, y) ∈ Bη(ξ0) và u ∈ S(ξ). Chứng minh kết thúc.

4.4. ÁP DỤNG

Cho Ω ⊂ Rn là miền bị chặn với biên trơn ∂Ω. Xét bài toán sau

∂α,σt u(t, x) = ∆xu(t, x)
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+ f̃

(
t, u(t, x),

∫
Ω

k(y)u(t− h, y)dy

)
, x ∈ Ω, t ∈ [0, T ],

(4.24)

u(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0, (4.25)

u(s, x) = ϕ(s, x), x ∈ Ω, s ∈ [−h, 0], (4.26)

∂tu(0, x) = y(x), x ∈ Ω, (4.27)

trong đó α ∈ (1, 2), σ > 0, ∂α,σt là đạo hàm phân thứ có trọng theo nghĩa

Caputo với bậc α, f̃ : [0, T ]× R2 → R là một hàm liên tục và k ∈ L2(Ω).

Lấy X = L2(Ω) và A = ∆ với D(A) = H2(Ω) ∩ H1
0(Ω). Khi đó A là

toán tử sinh của nửa nhóm compact {S(t)}t≥0 (xem [71, Định lí 7.2.5]).

Phổ của −A là tập các giá trị riêng của −A, gồm các số dương, dễ thấy

0 ∈ ρ(A) và A là một toán tử quạt kiểu (0, θ) với θ = 0. Vì vậy, A sinh ra

α-giải thức compact {Sα(t)}t≥0 sở hữu tất cả các tính chất phát biểu trong

Định lí 1.5 và 1.6.

Về phần phi tuyến f̃ , chúng tôi giả thiết thêm rằng

|f̃(t, y, z)| ≤ m(t)|y||z|p,∀(t, y, z) ∈ [0, T ]× R2, (4.28)

với m ∈ C([0, T ];R+), p > 0.

Đặt Ch = C([−h, 0];L2(Ω)). Xét hàm số f : [0, T ] × Ch → L2(Ω) xác

định như sau

f(t, φ)(x) = f̃

(
t, φ(0, x),

∫
Ω

k(y)φ(−h, y)dy

)
.

Rõ ràng, bài toán (4.24)-(4.27) là một trường hợp riêng của bài toán (4.1)-

(4.2).

Sử dụng (4.28), ta có

|f(t, φ)(x)| ≤ m(t)|φ(0, x)|
(∫

Ω

|k(y)||φ(−ρ(0), y)|dy
)p

≤ m(t)|φ(0, x)|‖k‖pX‖φ(−ρ(0), ·)‖pX ,

do bất đẳng thức Hölder. Vì vậy

‖f(t, φ)‖ ≤ m(t)‖k‖pX‖φ(0, ·)‖X‖φ(−ρ(0), ·)‖pX
≤ m(t)‖k‖pX sup

s∈[−h,0]

‖φ(s, ·)‖p+1
X

= m(t)‖k‖pX‖φ‖
p+1
Ch .
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Có thể kiểm tra rằng f liên tục, nhờ vào tính liên tục của f̃ và định lí hội

tụ trội Lebesgue. Do đó, f thỏa mãn (F∗a) với Ψ(r) = ‖k‖pXrp+1 = o(r) khi

r → 0. Sử dụng Định lí 4.3, ta suy ra nghiệm không của (4.24) là hút mũ

trên [0, T ], nếu thỏa mãn

M max{T, 2 + σT}eσh + max
{
CT−1 +Mσ2T,M(1 + σT )

}
< eσT ,

trong đó M = supt∈[0,T ] ‖Sα(t)‖ và C = supt∈[0,T ] ‖tA(gα−1 ∗ Sα)(t)‖.

Kết luận Chương 4

Trong chương này chúng tôi nghiên cứu tính hút trong khoảng thời

gian hữu hạn cho phương trình sóng phân thứ có trọng nửa tuyến tính. Các

kết quả đạt được bao gồm:

1. Chứng minh được sự tồn tại nghiệm trên đoạn hữu hạn của bài toán

(4.1)-(4.3) cho các trường hợp khi phần phi tuyến tăng trưởng dưới

tuyến tính và trên tuyến tính. (Định lí 4.1, Định lí 4.2).

2. Chứng minh được tính hút mũ của nghiệm tầm thường và không tầm

thường đối với bài toán (4.1)-(4.3) (Định lí 4.3, Định lí 4.4).

3. Một áp dụng cho kết quả trừu tượng được đưa ra ở Mục 4.4.

Theo sự hiểu biết của chúng tôi, các kết quả trong chương này là những

nghiên cứu đầu tiên về tính hút trong khoảng thời gian hữu hạn cho phương

trình sóng phân thứ có trọng nửa tuyến tính trong không gian Banach tổng

quát. Các kĩ thuật ước lượng và lược đồ chứng minh có thể được sử dụng

để nghiên cứu một số lớp bài toán khác.
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

1. Các kết quả đạt được

Trong luận án, chúng tôi nghiên cứu dáng điệu nghiệm của phương

trình/bao hàm thức vi phân phân thứ chứa trễ trong không gian Banach

tổng quát. Các kết quả đạt được bao gồm:

• Đối với lớp phương trình vi tích phân phân thứ có trễ hữu hạn: Chứng

minh được tính giải được và tính ổn định tiệm cận của nghiệm.

• Đối với lớp bao hàm thức vi tích phân phân thứ có trễ vô hạn: Chứng

minh được sự tồn tại nghiệm tích phân và tính ổn định tiệm cận yếu

của nghiệm.

• Với phương trình vi phân phân thứ có trọng: Chứng minh được sự tồn

tại nghiệm trên đoạn compact với phần phi tuyến tăng trưởng trên

tuyến tính, đưa ra khái niệm tính hút, hút mũ trong khoảng thời gian

hữu hạn cho trường hợp có trễ hữu hạn, nêu ra một điều kiện đủ cho

tính hút mũ trong khoảng thời gian hữu hạn và sử dụng nó để thu được

tính hút mũ của của nghiệm.

2. Kiến nghị một số vấn đề nghiên cứu tiếp theo

Bên cạnh các kết quả đã đạt được trong luận án, một số vấn đề mở liên

quan cần được tiếp tục nghiên cứu:

• Nghiên cứu dáng điệu nghiệm các phương trình và bao hàm thức vi

phân phân thứ trong luận án khi không có các giả thiết về độ đo không

compact.

• Nghiên cứu sự tồn tại và tính ổn định (thời gian hữu hạn hoặc Lya-

punov) của nghiệm cho các hệ vi phân ngẫu nhiên phân thứ.

• Nghiên cứu các vấn đề liên quan như tính chính qui của nghiệm, cấu

trúc của tập nghiệm đối với các hệ vi phân phân thứ.
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